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Zusammenfassung

Ab-initio-Elektronenstruktur-Rechnungen sind ein duBerst leistungsfahiges Werkzeug zur
Untersuchung der strukturellen, dynamischen und elektronischen Eigenschaften periodi-
scher und nicht-periodischer Systeme auf atomarem Niveau. Da die Breite der moglichen
Anwendungen von Ab-initio-Elektronenstruktur-Rechnungen mit der Gréfe der Syste-
me, die solchen Rechnungen zugénglich sind, stark zunimmt, ist die Entwicklung von
Ab-initio-Methoden, die grofe Systeme beschreiben konnen, von besonderem Interesse.
Dabei sind methodische Ansétze, die auf der Dichtefunktionaltheorie [1] basieren, bereits
in den Bereich von iiber einhundert Atomen vorgedrungen.

Eine grofe Anzahl von Anwendungen der Dichtefunktionaltheorie, insbesondere im Be-
reich der Ab-initio-Molekulardynamik-Simulation, beruht auf dem Ebene-Wellen-Ansatz
fiir die Kohn-Sham-Orbitale und dem Gebrauch von Pseudopotentialen [2], in Verbindung
mit der Car-Parrinello-Molekulardynamik-Methode (CPMD) [3-8]. Obgleich das Potenti-
al an moglichen Anwendungen dieses erfolgreichen Ansatzes bei weitem nicht ausgeschopft
ist, zeichnet sich eine Beschrankung der GroBenordnug der zuginglichen Systeme ab. Die
Ursachen liegen vor allem in der enormen Zahl von ebenen Wellen, die notig sind, um die
Wellenfunktionen und die Elektronendichte zu beschreiben, und an dem daraus resultie-
renden hohen Speicherbedarf der Methode. Ein weiterer Nachteil liegt in der nicht-lokalen
Natur der ebenen Wellen. Diese entspricht nicht der natiirlichen Sprache der Chemie und
fithrt beispielsweise dazu, daf leere Raumbereiche mit der gleichen Genauigkeit beschrie-
ben werden wie mit Atomen besetzte Gebiete.

Die genannten Griinde belegen, da8 es einen dringenden Handlungsbedarf in der Ent-
wicklung alternativen Methoden zum Ebene-Wellen-Ansatz gibt, die einerseits die we-
sentlichen Mangel beseitigen, aber andererseits die meisten Vorteile von ebenen Wellen
ausnutzen. Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit ist daher die Entwicklung und Imple-
mentierung einer solchen Ab-initio-Molekulardynamik-Methode im Rahmen der Dichte-
funktionaltheorie, mit dem Ziel, die Simulation von Systemen in der Gréf8enordnung bis

zu einigen hundert Atomen moglich zu machen.

Eine Dichtefunktional-Methode, die auf die Simulation grofier Systeme abzielt, muf} die

Lokalitdt der atomaren Wechselwirkungen ausnutzen. Dies stof8t mit den nicht-lokalen ebe-
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nen Wellen als Basisfunktionen auf grundsatzliche Schwierigkeiten. Allein die Coulomb-
und Austausch-Korrelations-Wechselwirkung bilden dabei eine Ausnahme, da diese in der
Impulsraum-Formulierung eine lokale Kopplung der ebenen Wellen darstellen.

GewissermaBen komplementér dazu ist die Situation bei den quantenchemischen Me-
thoden, die die Kohn-Sham-Orbitale mit Basisfunktionen, die an den Atomen lokalisiert
und meist in GauB-Funktionen entwickelt sind, beschreiben. Dieser Ansatz kann die Lo-
kalitdt der GauB-Funktionen fiir die meisten Wechselwirkungen optimal ausnutzen, hat
aber seine Schwiche in der Berechnung der Coulomb-Energie, die in den lokalen Basis-
funktionen ausgedriickt eine nicht-lokale Kopplung darstellt. Es besteht hier allerdings die
Moglichkeit zu einer Losung dieses Problems durch die Entwicklung der Elektronendichte
in einer Auxiliarbasis atomzentrierter GauB-Funktionen.

Die Komplementaritat der Vor- und Nachteile von GauB-Funktionen und ebenen Wel-
len war die Motivation dafiir, in der vorliegenden Arbeit einen Dichtefunktional-Ansatz
zu entwickeln, der sowohl Gaufi-Funktionen als auch ebene Wellen verwendet, und da-
durch moglichst die Vorteile des jeweiligen Funktionstyps nutzt, ohne dafl seine Nachteile
zum Tragen kommen. Dariiberhinaus soll dieser Ansatz den Zugang zu den in der Li-
teratur vorgeschlagenen sogenannten O(N)-Methoden [9-13] eroflnen, der dem reinen
Ebene-Wellen- Ansatz verschlossen bleibt,

Im Rahmen dieser Arbeit wurde diese Zielsetzung in zwei Schritten verwirklicht. Den
ersten Schritt stellt die GPW-Hybrid-Methode dar. Der Ansatz, der ihr zugrundeliegt,
beinhaltet die Verwendung von GauB-Funktionen als Basisfunktionen fiir die Kohn-Sham-
Orbitale und ebenen Wellen als Auxiliarbasis fir die Darstellung der Elektronendich-
te. AuBlerdem ist der Gebrauch von Pseudopotentialen vorgesehen. Auf der einen Seite
kann mit diesem Ansatz das gesamte Instrumentarium der Quantenchemie zur rekursiven
analytischen Integration von Matrixelementen zwischen Gauf-Funktionen genutzt, und
auf der anderen Seite die Erfahrung beim Umgang mit ebenen Wellen und der Fourier-
Transformation fiir die Berechnung des Hartree- und Austausch-Korrelations-Potentials
in der Ebene-Wellen-Darstellung eingesetzt werden.

Die Gauf-Basissitze, die in der GPW-Hybrid-Methode Verwendung finden, werden
nach dem in dieser Arbeit vorgestellten ,,Response“-Funktions-Prinzip generiert. Auf die-
se Weise konnen fiir jedes Pseudopotential und Dichtefunktional optimierte Basissatze
erstellt werden. Die generierten ,,Response“-Basissitze haben die Form von ,,Family“-

Basissatzen, die sehr effizient in Rekursionsalgorithmen verarbeitet werden konnen.

Der zweite Schritt hin zu einer Methode, die Gaufl-Funktionen und ebene Wellen in op-
timaler Weise kombiniert, besteht in der Einfithrung einer APW-Darstellung der Elek-
tronendichte, die die reine Ebene-Wellen-Darstellung des GPW-Ansatzes ersetzt. Die we-
sentlichste neue Eigenschaft der resultierenden GAPW-Methode ist, daB die GroBe der
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Ebene-Wellen-Basis, die den Vorfaktor des Rechenaufwandes mitbestimmt, gegeniiber der
GPW-Methode drastisch um einen Faktor 5 bis 10 reduziert werden kann. Der Grund
dafiir liegt darin, daf die Elektronendichte in der APW-Darstellung in die Ebene-Wellen-
Dichte und zwei in atomzentrierten Gauf-Basissitzen entwickelte Dichten aufgeteilt wird,
wobei die stark oszillierenden Anteile der Dichte ausschliellich in den lokalisierten Dichten
auftreten, so daB fiir die Ebene-Wellen-Dichte nur ein relativ niedriger Cutoff erforderlich
ist.

Da der groBte Teil des Rechenaufwands sowohl der GPW- als auch der GAPW-
Methode auf die Integration der Matrixelemente des Hartree- und Austausch-
Korrelations-Potentials entfillt, wurden zur Steigerung der Effizienz dieser Integration
zwei Verfahren entwickelt. Es handelt sich dabei um einen semi-analytischen Rekursions-
algorithmus und ein Mehrgitterverfahren. Beide sind geeignet, die Anzahl der Operationen
bei der Intergration nochmals erheblich zu verringern.

Um die GAPW-Methode zu testen und mit anderen Methoden zu vergleichen wurden
umfangreiche Rechnungen mit dem Programm QUICKSTEP, das die Implementierung
der Methode darstellt, durchgefiihrt. Sie zeigen, dafl die GAPW-Methode im Hinblick auf
Zuverlassigkeit und Genauigkeit auf einem Niveau mit den etablierten Dichtefunktional-
methoden liegt.

Gegeniiber den quantenchemischen Methoden mit ausschliefllich lokalen Basisfunk-
tionen zeichnet sich die GAPW-Methode vor allem durch die effiziente Berechnung des
Hartree-Potentials in der Ebene-Wellen-Darstellung im Impulsraum aus. Auch entfallt mit
der GAPW-Methode das Anpassen der Auxiliarbasis an die Elektronendichte, wie es in
den quantenchemischen Methoden erforderlich ist. Aufierdem kann in der Ebene-Wellen-
Darstellung das Hartree-Potential mit dem Austausch-Korrelations-Potential zusammen-
gefaBt werden, was in den quantenchemischen Methoden nicht maoglich ist.

Der groBe Unterschied zwischen der GAPW-Methode und reinen Ebene-Wellen-
Methoden liegt darin, daB in der GAPW-Methode alle Gréflen in der lokalen Gauf-
Funktions-Basis definiert sind. Zum einen kann dadurch die Lokalitit der Wechselwirkun-

gen voll ausgenutzt werden, und zum anderen ist der Speicherbedarf dadurch wesentlich
geringer. Ein weiterer Vorteil der GAPW-Methode liegt in der Méglichkeit, ohne wesent-
liche Erhéhung des Rechenaufwandes ,semi-core“-Elektronen mit in den Valenzbereich

hineinzunehmen, und im Prinzip sogar All-Elektronen-Rechnungen durchzufiihren.

Der GAPW-Ansatz fiihrt dazu, daf alle Matrixelemente der Kohn-Sham-Matrix mit
einem Rechenaufwand, der wie O(NV log(N)) mit der Systemgrofe skaliert, berechnet wer-
den kénnen. Lediglich die Neuberechnung der Wellenfunktion aus der Kohn-Sham-Matrix
im SCF-Zyklus, die durch Diagonalisierung der Kohn-Sham-Matrix realisiert ist, skalicrt
wie O(N3). Studien des Rechenaufwandes zeigen jedoch, daf das O(NV®)-Verhalten der
Diagonalisierung erst bei sehr grofen Systemen dominant wird. Vergleiche mit dem Pro
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gramm ,,CPMD*“ [14] ergaben, daf§ die die QUICKSTEP-Implementierung der GAPW-
Methode bei SystemgréBen von 50 bis 100 Atomen als Alternative zu CPMD angesehen
werden kann, und fiir noch gréBere Systeme deutlich iiberlegen ist.

Fiir die Zukunft ist vorgesehen, die Lokalitdt des GAPW-Ansatzes nicht nur in der
Konstruktion der Kohn-Sham-Matrix auszunutzen, sondern, durch die Implementierung
einer der O(N)-Methoden [9-13] an Stelle der Diagonalisierung der Kohn-Sham-Matrix,
auch fiir die Neuberechnung der Wellenfunktionen. Der daraus resultierende Gesamt-
Algorithmus wird die GréBenordnung der Systeme, die der GAPW-Methode zugénglich
sind, nochmals steigern.
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1.1.1 Methoden zur Elektronenstrukturberechnung

Die Herausforderung bei der Berechnung der elektronischen Struktur eines molekularen

Systems ist die Losung der Schrédingergleichung

HY =ET , (1.
wobei ‘H der Hamilton-Operator des betrachteten Systems von Atomkernen und Elektro-
nen ist!:

N M

A; Aa
H=-23 2o,
i=1 A=1
N Mo, NNy M M
A

DML EW IS M I 12
i=1 A=1 =1 j>i A=1B>A

Dabei bezeichnen Z4 und M, die Ladung und Masse der Atomkerne A, ri4 = |r;—Ry4| den
Abstand des i-ten Elektrons zum Kern A und r;; = |r; —r;| und Rap = |R4 — Rp| die in-
terelektronischen und internuklearen Abstande; M ist die Zahl der Atome und N diejenige
der Elektronen; A ist der Laplace-Operator. Die Wellenfunktion W ist eine Vielteilchen-
Wellenfunktion, die alle Freiheitsgrade der Elektronen und Kerne beinhaltet. Obwohl Glg.
(1.1) bereits eine Naherung darstellt, da sie nicht-relativistisch und zeitunabhangig for-
muliert ist, ist sie praktisch nicht 16sbar. Eine ganz wesentliche weitere Naherung, die fast
allen Methoden gemein ist, ist die Born-Oppenheimer-Naherung. In dieser Ndherung geht
man davon aus, daB sich Kern- und Elektronenbewegung wegen der grofien Massendiffe-
renz zwischen Kernen und Elektronen separieren lassen. Die Vielteilchenwellenfunktion ¥
enthidlt dann nur noch die Elektronen, die sich im als konstant angenommenen Potential
der Atomkerne bewegen. Der Hamilton-Operator nimmt in der Born-Oppenheimer-Néahe-

rung folgende Form an:

iz

A=1 4 i=1 j>i

™=

1]
-

N
A;
_ZT—

1=1 &

+ZZ— (1.3)

Tij

Diese Naherung vereinfacht das Problem drastisch und riickt die Losung in den Bereich
des Moglichen.

Ausgehend vom Hamilton-Operator (1.3) wurde eine kaum zu iiberschauende Vielfalt an
Methoden entwickelt, um die Schrédingergleichung (1.1) ndherungsweise zu losen.

Der direkteste Weg, Glg. (1.3) umzusetzen, wird in der Hartree-Fock-Methode einge-
schlagen. Darin wird die Wellenfunktion ¥ durch die Slater-Determinante

1
\I’HF = ——det ’(/)1 lpg le 1.4
Wil [ ] (1.4)
'Hier und im gesamten Text werden atomare Einheiten (¢ = 1, m, = 1, ag = 1) verwendet.
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der N besetzten orthonormalen Einteilchenorbitale 1; angenihert. Die Hartree-Fock-

Energie ergibt sich dann zu

N
Eur =(‘I’HFIH|‘I’HF)=E H; +

=1

Mli—‘

N
Z (Ji; — Kij) (1.5)

mit

H; = /dw* [—— —~ zjjfj

—/ drydroy (1) 9i(r) ———

s

|ry — 1y

$;(r2)3;(r2)

g / /dndw:(n)wj(n)mw;(m)w.-(rz) . (1.6)

Die Integrale J;; werden Coulomb-Integrale und die Integrale K;; Austausch-Integrale
genannt, die entsprechenden Energie-Terme Coulomb- bzw. Austauschenergie.

Der Fehler, den man dadurch macht, dafl man die exakte Wellenfunktion eines Systems
wechselwirkender Elektronen durch eine einzige Determinante annahert, wie es in der
Hartree-Fock-Naherung geschieht, wird als die Korrelationsenergie

ECorrela.tion =F- EHF (17)

definiert.

Die wichtigsten quantenchemischen Methoden, die die Korrelationsenergie explizit
beinhalten, bauen auf der Hartree-Fock-Methode auf [15]. Darunter ist die direkteste Er-
weiterung der Hartree-Fock-Methode die CI-Methode (,,Configuration Interaction“). Die
Vielteilchenwellenfunktion W wird dabei als Linearkombination aller Determinanten der
Hartree-Fock-Orbitale, besetzte wie virtuelle, dargestellt. Im Limes einer vollstandigen
Basis fiir die Orbitale liefert die CI-Methode die exakte Losung der Schrodingergleichung.
In der Praxis schrinkt man die CI-Methode auf Determinanten mit begrenzter Anzahl
virtueller Orbitale ein (CIS/D/T ,,CI Singles/Doubles/Triples“). Weitere quantenchemi-
sche Methoden, die die Korrelationsenergie aufbauend auf Hartree-Fock berechnen, sind
storungstheoretische Methoden (MPPT, ,Mgller-Plesset Perturbation Theory“) und soge-
nannte ,,Coupled Cluster-Methoden [15]. Alle genannten Methoden sind sehr empfindlich
von der GroBe des untersuchten Systems abhangig. Der Rechenaufwand skaliert mit der
fiinften bis siebten Potenz der Systemgrofe.

Auf der anderen Seite des Spektrums liegen die semi-empirischen Methoden, wie
die ,Tight-Binding“-Methode [16], und die semi-empirischen Molekiilorbital-Methoden
(ZDO, CNDO, INDO, NDDO) [17]. Wesentlicher Bestandteil dieser Methoden ist die
Verwendung parametrisierter Beitrage im Hamilton-Operator. Die empirischen Parame-

ter ersetzen die aufwendige Berechnung verschiedener Matrixelemente und fithren so zu
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sehr effizienten Algorithmen, die in Verbindung mit O(N)-Methoden [18] Systeme mit
mehreren tausend Atomen beschreiben konnen [19].

Dazwischen liegen, in Bezug auf den Rechenaufwand und die Genauigkeit, die
Dichtefunktional-Methoden (DFT), zu denen auch die GAPW-Methode gehért, die Ge-
genstand dieser Arbeit ist. Die Dichtefunktional-Methoden spalten sich wiederum in ei-
ne grofie Vielfalt von Methoden auf, die sich im wesentlichen darin unterscheiden, auf
welche Weise die Wellenfunktionen und die Elektronendichte dargestellt werden. Die er-
sten Methoden, die auf der Dichtefunktionaltheorie aufbauen, sind zur Beschreibung von
Festkérpern entwickelt worden, wie die LMTO- (,,Linear Muffin Tin Orbitals“) [20], die
LAPW- (,Linearised Augmented Plane Waves“) [21] und die FLAPW-Methode (,,Full
Potential Linearised Augmented Plane Waves®) [22]. Wegen der periodischen Randbedin-
gungen im Festkorper basieren diese Methoden auf ebenen Wellen, die auf verschiedene
Weise mit Atomorbitalen kombiniert werden.

Durch die Einfiihrung der Pseudopotentialmethode [2] wurde es maglich, ausschlieflich
ebene Wellen als Basisfunktionen zu verwenden, wodurch die algorithmische Komplexitit
stark reduziert werden konnte. Aufbauend auf diesen Ansatz wurde die Car-Parrinello-
Methode [3] entwickelt, die es zum ersten Mal gestattete, Ab-Initio-Molekulardynamik-
Simulationen von Systemen mit deutlich mehr als zehn Atomen durchzufithren.

Doch auch von der Seite der Quantenchemie wurde die Dichtefunktionaltheorie auf-
gegriffen. Da in diesem Bereich isolierte Molekiile im Mittelpunkt des Interesses stehen,

wurden lokalisierte Basissitze, vor allem GauB-Funktionen, eingesetzt [23-26].

Generell ist zu beobachten, dafi die methodische Entwicklung in der Dichtefunktionaltheo-
rie, die zuerst in den Lagern der Festkorpertheoretiker und der Quantenchemiker weit-
gehend unabhingig voneinander stattfand, heute viel starker miteinander gekoppelt ist.
Bedingt durch eine stirkere Uberschneidung im Hinblick auf die angestrebten Anwendun-
gen, ergeben sich auch grofiere Gemeinsamkeiten in den methodischen Herausforderungen
und algorithmischen Anséitzen.

Die Dichtefunktionaltheorie und ihre algorithmische Umsetzung sind Hauptgegenstand

der weiteren Abschnitte dieses einleitenden Kapitels.

1.2 Dichtefunktionaltheorie I:
Theoretische Aspekte

Noch bevor die Kohn-Sham-Dichtefunktionaltheorie als solche formuliert war, wurde sie

bereits als rein technische Simplifikation der Hartree-Fock-Methode diskutiert. Slater
schlug 1951 vor [27], den schwierig zu berechnenden Austauschterm durch das dich-
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teabhangige Potential n!/3 zu ersetzen. Die technische Vereinfachung durch Eliminie-
rung des Austauschterms ist auch fiir die modernen Dichtefunktionalmethoden ein ganz
wesentlicher Pluspunkt. Dariiberhinaus besteht durch die Verallgemeinerung des n'/>-
Potentials zu den heute iiblichen semi-lokalen Dichtefunktionalen die Moglichkeit, neben
der Austausch- auch die Korrelationswechselwirkung in die Beschreibung hineinzunehmen,
und auf diese Weise eine im Vergleich zur Hartree-Fock-Methode deutlich verbesserte Be-
schreibung der Elektronenstruktur zu erhalten. Der Preis, den man fiir diese Vorteile
bezahlt, ist, dal die Dichtefunktionaltheorie eine Grundzustandstheorie ist, so daff im

Prinzip keine Informationen iiber angeregte Elektronenzustinde erhalten werden kénnen.

1.2.1 Die Sitze von Hohenberg und Kohn

Ihre theoretische Fundierung erhielt die Dichtefunktionaltheorie durch die Satze von Ho-
henberg und Kohn [28], die bewiesen, daB die gesamte Information iiber ein System von
Elektronen in einem dufieren Potential aus der Kenntnis der Elektronendichte abgeleitet

werden kann?.

Satz 1
Der Vielteilchen-Grundzustand ¥ eines Systems wechselwirkender Elektronen ist ein ein-
deutiges Funktional ¥[n] der Grundzustands-Elektronendichte n(r).

Aus diesem Satz folgt, dafi auch das Funktional
Eln)=(V|H|P) (1.8)

mit dem Hamilton-Operator (1.3) ein eindeutiges Funktional der Elektronendichte ist. Es
reproduziert die Grundzustandsenergie des Vielelektronensystems im Feld der Atomkerne.
Es sollte aber betont werden, daf§ die Form des Funktionals F[n] nicht bekannt ist.

Satz 2
Das Funktional E[n] geniigt einem Variationsprinzip in der Elektronendichte n.

Dieser Satz besagt, daB die Grundzustands-Elektronendichte no das Energiefunktional
(1.8) minimiert:

Eln] 2 E[no]
Variiert man also die Dichte n bis das Energiefunktional E[n] minimal wird, erhdlt man
die Grundzustands-Elektronendichte ng.

2Eine ausfiihrliche Diskussion der Satze von Hohenberg und Kohn findet man beispielsweise in Referenz

(-
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Diese beiden Sitze liefern die Rechtfertigung fiir den folgenden Ansatz fiir das Ener-

giefunktional E[n| eines Systems von Elektronen im Potential der Atomkerne:

I 1 n(r)n(r)
n] — /dr; mn(r) T //drdr Y T + Excln] , (1.9)

wobei T'[n] das Funktional der kinetischen Energie bezeichnet. Der letzte Term dieser
Summe, Exc[n], ist ein Funktional von n, das alle Korrekturen, die sich aus den quan-
tenmechanischen Vielteilcheneffekten der Elektronenkorrelation und des Elektronenaus-
tauschs ergeben, enthalt. Das so definierte Funktional ist im Prinzip exakt, beinhaltet
aber zwei zu losende Probleme, die Gegenstand der folgenden Abschnitte sein werden: die
Form der Funktionale T'[n] und Exc[n]-.

1.2.2 Kohn-Sham-Dichtefunktionaltheorie

Die Frage nach einer geeigneten Form von T'[n] wurde durch den Vorschlag von Kohn und
Sham [29] beantwortet, die Ein-Teilchen-Orbitale 1; in das Funktional (1.9) einfiihrten.

Das Funktional der kinetischen Energie wird im Ansatz von Kohn und Sham durch
A
Tln] = Zfi(lM = ‘2‘|¢i) (1.10)

angenahert. Dieser Ausdruck entspricht der kinetischen Energie einer Vielteilchen-
Wellenfunktion, die als Slater-Determinante der Einteilchen-Wellenfunktionen t; gebildet
wird.

Die Elektronendichte n ergibt sich aus den Kohn-Sham-Orbitalen ; zu

n(r) = 3 Ao, (111)

wenn die Kohn-Sham-Orbitale selbstkonsistente Losungen der Gleichung

, n(r) N
( er—RA| / | |+ch[n]( )> =i,

mit dem Austausch-Korrelations-Potential Vxc[r](r), sind. ,Selbstkonsistenz“ bedeutet in
diesem Fall, da8 die Dichte, die das Potential definiert, mit der Dichte, die gema8 (1.11)
aus den Losungen ; hervorgeht, identisch sein mufl. Dies wird im allgemeinen durch
iterative SCF-Algorithmen (,,Self-consistent Field“) erreicht, in denen das neue Potential
aus der jeweils zuvor berechneten Dichte abgeleitet wird. Die Rechnung wird wiederholt,
bis Konvergenz eingetreten ist.

Die Kohn-Sham-Gleichungen stellen eine Abbildung des wechselwirkenden
Vielelektronen-Systems auf ein Einelektronensystem mit einem effektiven Potenti-
al, das die Wechselwirkung mit allen anderen Elektronen ersetzt, dar. Wire die
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Form des tatsichlichen Austausch-Korrelations-Funktionals bekannt, wiirde die Kohn-
Sham-Elektronendichte die exakte Grundzustands-Elektronendichte des korrelierten
Vielelektronensystems darstellen.

1.2.3 Austausch-Korrelations-Funktionale

Es gibt im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie keinen direkten Weg zu Ansatzen fir die
Austausch-Korrelations-Energie, die dann systematisch verbessert werden kénnen und
schlieBlich zum korrekten Resultat fithren, wie es bei den Hartree-Fock-CI-Methoden
mdglich ist. Das Konzept, das den Ausgangspunkt fir die Ableitung eines Austausch-
Korrelations-Funktionals bildete, ist das in der Festkorperphysik beliebte Modell der
quasi-freien Elektronen. Die Elektronen in einem Festkdrper werden dabei als homoge-
nes Gas freier Elektronen betrachtet. Da sich die Austausch-Korrelations-Energiedichte
exc(n) eines homogenen Elektronengases in Abhéngigkeit von der Dichte exakt berech-
nen liaBt, kann man diese in einem Funktional einsetzen, das die Elektronendichte als lokal

homogen annédhert:
Excn] = /drn(r)sxc(n(r)) i (1.12)

Diese Niherung wird als Lokale-Dichte-Néherung (LDA,,Local Density Approximation®)
bezeichnet. In Anbetracht der Tatsache, dafl die Voraussetzungen fiir diese Niherung
weder im Festkorper noch in Molekiilen gegeben sind, liefert die Lokale-Dichte-Naherung
erstaunlich gute Resultate. Um jedoch den Dichte-Variationen in reellen Systemen besser
Rechnung zu tragen, fiithrte man spater Gradientenkorrekturen ein. Diese als semi-lokal
bezeichnete Form des Austausch-Korrelations-Funktionals hangt nicht nur vom lokalen

Wert der Dichte, sondern auch vom Betrag des Dichtegradienten ab:
Excln] = /drFxc(n(r), [Vn(r)]) . (1.13)

Das Potential, das aus diesem Ansatz fiir das Austausch-Korrelations-Funktional hervor-
geht, ist
3

- aFl _ : BFXC Vm(r)
Vaolnlle) = 3y ;“Qmmmme' (114

1.2.4 Interatomare Krifte

Bisher wurde nur das Energiefunktional diskutiert. In diesem Abschnitt sollen nun die
Krifte auf die Atome diskutiert werden, die aus dem Energiefunktional folgen

Fs = dl‘iA Eln] . (1.15)
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Das Hellmann-Feynman-Theorem [30,31] besagt, daB die Ableitung der totalen Energie

eines quantenmechanischen Systems im Eigenzustand ¥ des Hamiltonoperators H

EQA) = () [HQA) [ (X))

nach einem Parameter A nur durch die Abhangigkeit des Hamilton-Operators von diesem

Parameter bestimmt ist:

d
B0 = ()| 2HO) [9(Y) (116)

Fiir die interatomaren Kréifte eines molekularen Systems bedeutet das

7] 7]
HF nucl
Fiff = — 55 Eln] = /dr n(r) 57 V™) (1.17)
mit r
Z
Vnucl T B .
(l') Bzz:l Ir — RBI

Diese Krifte werden Hellmann-Feynman-Kréfte genannt. In ihnen ist nicht beriicksichtigt,
daB die Elektronendichte in konkreten Rechnungen immer in einer Basis dargestellt wer-
den muB. Dieser Umstand fiihrt zu weiteren Abhingigkeiten der Gesamtenergie von den
Atompositionen, die sich in neu hinzukommenden Termen fiir die Krifte niederschlagen.
Diesen Anteil der Kréfte, der von der Positionsbhingigkeit der Basisfunktionen herriihrt,
nennt man die Pulay-Kréfte [32]:

0
F= —/dr V[n]mn(r) ; (1.18)
wobei das Potential V[n] die Funktionalableitung des Energiefunktionals nach der Dichte

ist V[n] = §E[n]/én.

1.2.5 Periodische Systeme

Bei der Simulation periodischer Systeme kénnen die Wellenfunktionen als Bloch-
Funktionen geschrieben werden

i(r) = uy(r) e, (1.19)
wobei u;(r) periodische Funktionen gemif der Systemperiodizitit sind
uy(r +i1) = u;(r)

mit i = 4,5,k € Z, il = 11, + jl; + kl3, und den Einheitsvektoren der periodisch aufge-
reihten Einheitszelle 1y, 15, 13.
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Die Funktionen u;(r) kénnen wegen ihrer Periodizitit als Fourier-Summen dargestellt

e iGr
r) = E ¢jG €
G

Die Vektoren des reziproken Gitters G sind dabei durch die Bedingung

werden

Gl=2mm m € ZZ

definiert.

Der Bloch-Ansatz ersetzt das Problem, eine unendliche Anzahl von Elektronenorbi-
talen im unendlich ausgedehnten periodischen System zu berechnen, durch das Problem,
eine endliche Zahl von Funktionen in der Einheitszelle fiir unendlich viele k-Vektoren zu
berechnen. Die kontinuierliche Menge der k-Vektoren bildet die Brillouin-Zone, deren Ge-
stalt von der Symmetrie des Systems bestimmt wird. Da es unmoglich ist, die Beitriage
aller k-Punkte zu beriicksichtigen, beschrédnkt man sich darauf, eine diskrete Menge von
k-Punkten unter Ausnutzung der Symmetrie auszuwihlen und entsprechend ihrem Bei-
trag zu gewichten. Man nennt diese Vorgehensweise ,,Brillouin Zone Sampling®. Je grofler
die Anzahl der Einheitszellen des periodischen Systems ist, die in der Simulationszelle
enthalten sind, desto weniger k-Punkte sind fiir eine gute Beschreibung des Systems not-
wendig. Im Extremfall sehr groBer Simulationszellen gentigt es unter Umsténden nur den

[-Punkt (k = 0) zu beriicksichtigen.

Ein weiteres Problem bei der Simulation periodischer Systeme ist die Berechnung der

Coulomb-Wechselwirkung der Atomkerne

nucl,nuc ZAZB
A ZZZIRA—RB—HI (1.20)

A=1B>A i

Ohne die kompensierende Ladung der Elektronen divergiert diese Summe. Eine elegante
Méglichkeit, die Coulomb-Wechselwirkung der Atomkerne zusammen mit der Coulomb-
Wechselwirkung der Elektronen zu berechnen, geht auf Ewald [33] zuriick. Dazu spaltet
man (1.20) in drei Beitrage auf

Enucl,nucl

_ 1 //‘drdr’ pnucl( )pnucl( I)
2 |r —r'|

2 nucl
Y7

ZaZg Cer R4 —Rp —il]
Ir Z Z IRA B — 11| (1 f(\/(aiucl)_z + (a%“d)‘2>) ) (121)

B>A i
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wobei

nucl 3
=3 () 5 exp(~(e (e ~ R = 1))
als die GauB-formig verschmierte Ladungsverteilung der Atomkerne interpretiert werden
kann. Die beiden letzten Terme in (1.21) kénnen direkt ausgewertet werden. Die Berech-
nung des ersten Terms in (1.21) kann zusammen mit der Berechnung der Coulomb-Energie
der Elektronen im reziproken Gitter durchgefiihrt werden, da sich die beiden divergieren-
den (G = 0)-Terme der Kernladungsverteilung und der Ladungsdichte der Elektronen
gegenseitig aufheben.

1.3 Dichtefunktionaltheorie II:
Methodische Aspekte

1.3.1 Basisfunktionen fiir DFT-Rechnungen

Es wurde bereits angesprochen, daf$f sich die verschiedenen Methoden innerhalb der Dich-
tefunktionaltheorie hauptsichlich darin unterscheiden, wie die Darstellung der Kohn-
Sham-Orbitale und der Elektronendichte realisiert wird. Dasselbe Dichtefunktional fiir
die totale Energie eines Elektronensystems kann durch Verwendung verschiedener Ba-
sisfunktionen fiir die Darstellung der Orbitale und der Elektronendichte zu véllig ver-
schiedenen Methoden fiihren, die fiir verschiedene Typen von Systemen geeignet sind
und ganz unterschiedliche Naherungen enthalten. Die Wahl des Austausch-Korrelations-
Funktionals oder des Pseudopotentials ist im Vergleich dazu untergeordnet und 148t sich
innerhalb einer Methode variieren. Selbst die Frage, ob Pseudopotentiale verwendet oder
All-Elektronenrechnungen durchgefiihrt werden, richtet sich meist nach der Wahl der Ba-
sisfunktionen.

Die funktionale Form der Basisfunktionen entscheidet dariiber, wie die konkrete Aus-
wertung der verschiedenen Wechselwirkungen zu erfolgen hat, ob z. B. die Coulomb-
Energie im Ortsraum oder im Impulsraum berechnet werden kann oder mu8, oder ob die
Einfithrung numerischer Gitter nétig ist, um das Austausch-Korrelations-Funktional zu
integrieren.

Einer der wichtigsten Aspekte ist die Effizienz der Methode. Im Zweifelsfall wird man
immer der Methode den Vorzug geben, die die gewiinschten Resultate am schnellsten lie-
fert. Daher ist entscheidend, wie komplex die Rechnungen sind, die aus der funktionalen
Form der Basisfunktionen resultieren, und ob es fiir die verwendete Form der Basisfunk-

tionen schnelle Algorithmen zu ihrer Manipulation gibt, wie die FFT-Technik? fiir ebene

3siche Anhang A.2.3
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Wellen oder Rekursionsalgorithmen fiir GauB-Funktionen®. Bei der Frage nach der Ef-
fizienz ist zu beriicksichtigen, daB8 die Leistungsfahigkeit einer Methode empfindlich von
der Grofle des untersuchten Systems abhingen kann. Da die untersuchten Systemgrofien
mit der permanent steigenden Computerleistung mitwachsen, tritt die Frage nach dem
Skalenverhalten der Methode in den Vordergrund. Das angestrebte Ideal ist eine Methode,
deren Rechenaufwand nur linear mit der SystemgréBie wichst.

Gerade fiir das Problem des Skalenverhaltens ist der Ansatz fir die Darstellung der
Elektronendichte essentiell. Der Coulomb-Term beinhaltet beispielsweise Quadrupel von
Kohn-Sham-Orbitalen, die im Prinzip zu einer O(N*)-Abhingigkeit der Rechenzeit von
der Systemgrofie N fithren. Aber schon die Elektronendichte selbst hangt quadratisch
von den Kohn-Sham-Orbitalen ab. Betrachtet man die Produkte der Basisfunktionen, in
denen die Kohn-Sham-Orbitale beschrieben werden, als Basis der Elektronendichte, so
wichst diese Produktbasis quadratisch mit der Systemgrofle. Der in der Quantenchemie
am haufigsten gewshlte Ansatz zur Lésung dieses Problems ist die Einfithrung einer Au-
xiliarbasis fiir die Elektronendichte. Dabei wird die Elektronendichte in einer eigenen,
zusétzlichen Basis entwickelt, um anschlieflend die Rechnungen statt auf der Ebene der
Orbitale direkt auf der Ebene der Dichte ausfithren zu kénnen. Diese Mafinahme lineari-

siert den Aufwand fir die Berechnung dichteabhéngiger Beitrage zum Energiefunktional.

Die bisher aufgefithrten Kriterien waren eher technischer Art, aber ebenso wichtig fiir
die Darstellung der Orbitale und der Elektronendichte sind physikalische bzw. chemische
Aspekte. An erster Stelle zu nennen ist hier die Lokalitat quantenmechanischer Wechsel-
wirkungen. Die Grofle der heute simulierten Systeme iibersteigt die Reichweite quanten-
mechanischer Kopplung. Atome, die weit genug auseinanderliegen, kénnen als unabhingig
voneinander gelten. Basisfunktionen, die zur Darstellung der Orbitale und der Elektronen-
dichte verwendet werden, sollten geeignet sein, diese Lokalitdt auszunutzen. Lokalisierte
Basisfunktionen erfiillen wegen ihres beschrinkten Uberlappbereichs mit anderen Basis-
funktionen dieses Kriterium.

Ein weiterer physikalischer Effekt, der Auswirkungen auf die Darstellung der Orbi-
tale und der Elektronendichte hat, ist der unterschiedliche Charakter der molekularen
Wellenfunktionen in unterschiedlichen raumlichen Bereichen. In der Nahe der Atomkerne
sind die Wellenfunktionen wegen des steilen Kernpotentials stark oszillierend, wahrend
sie im Bereich der chemischen Bindungen und in grofier Entfernung von den Kernen eher
flach verlaufen. Es gibt daher Ansitze, Funktionen verschiedener funktionaler Form mit-
einander zu kombinieren. Es sind dies die bereits genannten APW-Methoden und die
Methoden mit gemischten Basisfunktionen [34]. In diesen Ansitzen werden lokalisierte
Basisfunktionen fiir die kernnahen, oszillierenden Bereiche der Orbitale und der Dichte

4sieche Anhang B.3
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benutzt, und ebene Wellen fiir den Bereich zwischen den Atomen. In beiden Ansitzen
fithrt die Kombination jedoch zu Komplikationen. Im ersten Fall durch die Randbedin-
gungen fiir die Wellenfunktionen an den Grenzen der Raumbereiche, im zweiten Fall durch

die Mischterme zwischen lokalisierten und delokalisierten Funktionen.

1.3.2 Gauf-Funktionen contra Ebene Wellen

In fast allen im letzten Abschnitt diskutierten Kriterien erweisen sich entweder Gauf}-
Funktionen oder ebene Wellen als die Basisfunktionen, die allen anderen iiberlegen sind.
Dabei erscheinen positive und negative Aspekte jeweils komplementér zu sein. An der
Wahl der Basisfunktionen spalten sich die Lager.

Die etablierten Quantenchemie-Programme basieren fast sidmtlich auf Gauf-
Funktionen. Dies liegt darin begriindet, da diese lokalen Funktionen sehr gut geeignet
sind, atomare und molekulare Orbitale anzunihern, und dariiberhinaus duBerst effizient

mit dem Computer gehandhabt werden kénnen®

. Die Nachteile liegen vor allem in zwei
Bereichen: dem angesprochenen Problem der Berechnung der Coulomb-Energie und der
Abhéngigkeit der Ergebnisse vom benutzten Basissatz. Im Unterschied zu Ebene-Wellen-
Rechnungen, bei denen die Qualitit der Basis durch einen einzigen Parameter bestimmt
ist, ist es bei Rechnungen mit Gau-Funktionen wesentlich schwieriger, Aussagen iiber die
Qualitdt des Basissatzes zu machen. Dies hat verschiedene Ursachen. Der Hauptgrund ist
mit Sicherheit die uniiberschaubare Vielfalt an Basisfunktionen und Rezepten zu ihrer
Produktion [35]. Die meisten Basissitze wurden fiir die Hartree-Fock-Methode und dar-
auf aufbauende CI-Methoden generiert und es ist fraglich, wie gut sich diese Basisitze
fiir DFT-Rechnungen eignen. Im Idealfall sollte ein Basissatz sowohl auf das Austausch-
Korrelations-Funktional als auch auf das eventuell verwendete Pseudopotential optimiert
sein, um den Basissatz-Superpositions-Fehler zu minimieren®. Eine weitere Ursache ist
die schwer zu beurteilende Vollstindigkeit von GauB-Basissétzen. Auch fehlt es an geeig-
neten Methoden, einen zu unvollstandigen Basissatz systematisch durch Hinzufiigen von
Funktionen zu verbessern.

Auf der anderen Seite sind ebene Wellen als Basissatz fiir quantenchemische Probleme im
Grunde genommen ein eher unnatirlicher und ungewdhnlicher Ansatz. Dennoch vereinen
sie in sich eine ganze Reihe von Vorteilen, die zu ihrem Erfolg beigetragen haben. So
haben ebene Wellen eine einfache funktionale Form und bilden eine orthonormale Basis,
deren Vollstandigkeit von nur einem Parameter abhingt. Ergebnisse werden nicht durch
die funktionale Form vorgepréigt und es gibt keine Basissatz-Superpositionsfehler. Ebene

Wellen sind unabhiéngig von den Atompositionen, was die Berechnung der Hellmann-

Ssiche Anhang B
Ssiehe Abschnitt 2.5
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Feynman-Krifte besonders einfach macht. Das Hartree-Potential ist im reziproken Raum
lokal und daher mit ebenen Wellen leicht zu behandeln. Nicht zuletzt konnen viele
algebraische Manipulationen durch den Gebrauch der Technik der schnellen Fourier-
Transformation (FFT,,Fast Fourier Transform*“) erheblich vereinfacht werden. Allerdings
gibt es auch gravierende Nachteile beim Einsatz ebener Wellen. Der wesentlichste ist, da8§
fiir die Beschreibung der schnellen Oszillationen der Wellenfunktionen in der Nahe der
Atomkerne eine sehr grofe Anzahl von ebenen Wellen nétig ist. Dies wird zwar durch
die Verwendung von Pseudopotentialen relativiert; dennoch sind fiir einige Elemente un-
verhiltnisméfig grofie Basissitze notig. Ein weiterer Nachteil liegt darin, dafi ebene Wellen
aufgrund ihrer Nicht-Lokalitat leere Raumbereiche mit derselben Genauigkeit beschreiben
wie solche, die Atome beinhalten, was zu einer ineffizienten Behandlung von isolierten Sy-
stemen oder offenen Strukturen, wie Zeolite, Oberflichen etc., fithrt. Diese beiden Punkte
sind der Grund dafiir, dafl Algorithmen mit ebenen Wellen als Basis sehr hohen Spei-
cherplatzbedarf haben, was zur Zeit die wesentlichste Einschrinkung fiir ihren Gebrauch
darstellt. Ein weiterer Mangel der ebenen Wellen ist, daf sie nicht der natiirlichen Mo-
dellbildung der Chemie entsprechen. Die Interpretation der Ergebnisse im Sinne von Or-
bitalstrukturen kann nicht direkt erfolgen, sondern erst nach Projektion auf lokalisierte

Basisfunktionen.

Es gibt also dringenden Handlungsbedarf in der Entwicklung von alternativen Methoden
zum Ebene-Wellen-Ansatz, die einerseits die wesentlichen Miangel beseitigen, aber ande-
rerseits die meisten Vorteile von ebenen Wellen ausnutzen. In der vorliegenden Arbeit
wurde dieses Problem aufgegriffen und eine Methode entwickelt und implementiert, die in
einem Hybrid-Ansatz Gauf-Funktionen und ebene Wellen miteinander kombiniert. Fir
die Erzeugung der GauB-Basissitze, die als Basis fir die Kohn-Sham-Orbitale in die Me-
thode eingehen, wurde ebenfalls eine neue Methode entwickelt, die die angesprochenen
Schwierigkeiten der Ubertragharkeit und systematischen Verbesserung von Basissitzen
behebt. Diese Methode wird im folgenden, zweiten Kapitel beschrieben. Im dritten Kapi-
tel wird dann die Grundversion der GPW-Hybrid-Methode dargestellt bevor im vierten
Kapitel die daraus hervorgehende, weiterentwickelte GAPW-Methode im Detail diskutiert

wird.



Kapitel 2

,Response“-Funktions-Basissitze '

2.1 Basisfunktionen in

Ab-initio-Elektronenstrukturrechnungen

Das einfachste Bild der chemischen Bindung besteht aus der raumlichen Uberlagerung
von atomaren Orbitalen zweier oder mehrerer Atome, verbunden mit einer Verschiebung
der beteiligten Energieniveaus. In der Mehrheit der Elektronenstrukturrechnungen werden
Ein-Zentren-Basissdtze benutzt, deren Genauigkeit und Effektivitat von ihrer Fahigkeit
abhingt, die beiden genannten Effekte mit einer moglichst kleinen Anzahl von Freiheits-
graden zu beschreiben. Molekulare Rechnungen in der Ab-initio-Quantenchemie werden
fast ausschlielich mit Funktionen vom GauB-Typ durchgefiihrt, die 1950 von Boys [37]
eingefiihrt wurden. Seitdem wurden die verschiedensten Ansdtze verfolgt, um Basissitze
mit GauB-Funktionen zu konstruieren, so dal heute eine uniiberschaubare Anzahl von
Basissétzen fiir molekulare Rechnungen existiert, die in der Literatur dokumentiert sind
[38-40,35]. Allein fiir quantenchemische Rechnungen, die die explizite Berechnung der
Elektronenkorrelation beinhalten, gibt es konsistente Basissitze [41-47], die eine kontrol-
lierte schrittweise Verbesserung der Rechnungen gestatten.

Seit in jiingerer Zeit die Anwendung der Dichtefunktionaltheorie auf Probleme der
Quantenchemie Verbreitung gefunden hat, hat sich das Spektrum der Basisfunktionen
fiir Elektronenstrukturrechnungen nochmals erweitert. Neben GauB-Funktionen [23-25,
48] werden hier auch Slater-Funktionen [49,50] und numerische Basisfunktionen einge-
setzt [51-53]. Weiterer Bedarf an speziellen Basissitzen ergibt sich, wenn in Dichtefunk-
tionalrechnungen die Ladungsdichte oder das Austausch-Korrelations-Potential in einer
intermediaren Basis dargestellt wird.

Im Gegensatz zur Quantenchemie haben sich in der Festkérperphysik zwei Hauptrich-

tungen durchgesetzt. Am weitesten verbreitet ist hier der Gebrauch der Ebenen Wellen

!Dieses Kapitel lehnt sich an die Verdflentlichung des Autors zum selben Thema [36] an.
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als Basis [54], die sich unter anderem dadurch auszeichnen, da8 ihre Vollstandigkeit durch
einen einzigen Parameter, den Energie-Cutoff, bestimmt ist. Ebene Wellen werden fast
ausschlieflich in Kombination mit der Pseudopotential-Nihrung verwendet. Die zweite
grofie Familie von Basissitzen entspringt dem Ansatz der ,Augmented Plane Waves®
(APW,,Ergénzte Ebene Wellen“) und besonders seiner linearisierten Versionen [55,20,56,
57]. Im Gegensatz zum reinen Ebene-Wellen-Ansatz werden diese Methoden hauptsachlich
fiir All-Elektronen-Rechnungen eingesetzt. In den atomnahen Regionen reduzieren sich die
APW-Basissitze zu je zwei Funktionen fiir jede Orbitalsymmetrie. Die erste Funktion ¢
ist das Atomorbital zu einer gegebenen Referenzenergie ¢, und die zweite Funktion ¢,
ist die Ableitung von ¢; nach der Referenzenergie. Obwohl diese Basis bei weitem nicht
vollstindig ist, ist sie dennoch sehr gut geeignet, die Anderungen der Wellenfunktion
in der chemischen Bindung zu beschreiben, und liegt einigen der beeindruckensten und
genauesten Rechnungen in der Festkdrperphysik zugrunde.

In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels geht es darum, eine neue Methode zur Gene-
rierung atomarer Basissitze zu prasentieren, die es gestattet, konsistente Serien kompakter
Basissdtze mit systematisch erhéhter Vollstindigkeit zu erzeugen. Die Methode funktio-
niert unabhéngig vom verwendeten Ansatz fiir die Elektronenstruktur, wie Dichtefunk-
tional, Hartree-Fock, ,, Configuration Interaction“ etc. , und von der Art der verwendeten
primitiven Basisfunktionen, wie GauB-, Slater- oder numerisch definierten Funktionen.

Die néchsten beiden Abschnitte beschreiben die Grundziige der Methode; in einem wei-
teren Abschnitt wird anhand einiger Rechnungen an kleinen Molekiilen die Leistungsfihig-
keit der so erzeugten Basissitze demonstriert.

2.2 ,,Response“-Funktionen

Die Generierung der ,Response“-Funktions-Basis erfolgt in zwei Schritten. In einem er-
sten Schritt optimiert man die elektronische Struktur des Grundzustands eines gegebenen
Atoms innerhalb des gewihlten Ansatzes, z.B. Hartree-Fock oder Dichtefunktional, unter
der Randbedingung der funktionalen Form der Basis, z.B. Gau8-Funktionen. Die atoma-
ren Orbitale, die man daraus erhalt, bilden den Kern der Basis. Durch die Einbeziehung
dieser Funktionen in die Basis ist sichergestellt, das man den atomaren Grundzustand mit
hoher Genauigkeit innerhalb des gewdhlten Modells darstellen kann.

Der zweite Schritt besteht in einer systematischen Prozedur, der Basis neue Funktio-
nen hinzuzufiigen, die den wesentlichen Teil der Methode darstellt. Ein iibliches Konzept
der Chemie ist es, Molekiile als Gefiige von Atomen zu sehen, die durch die Bindung
leicht modifiziert werden, wobei diese Modifikation darin besteht, daf sich die formale

Besetzungszahl der atomaren Zusténde dndert. Eine konsequente Durchfithrung dieser
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Sichtweise fiihrt zu Konzepten wie den Fukui-Funktionen [58,59] oder der absolute Hérte
[60], die das atomare Ansprechverhalten (=,Response“) bei einer Stérung des Atoms mit
den Ableitungen des chemischen Potentials, der Gesamtenergie und der Elektronendichte
nach der Gesamtelektronenzahl N in Beziehung setzen.

Hier wird diese Idee auf die atomaren Wellenfunktionen iibertragen, indem man an-
nimmt, daf§ die Orbitale eines Atoms in einem duBeren Potential, wie es die umgebenden
Atome in einem Molekiil bewirken, in eine Taylor-Reihe

0Y;(r 9?W,(r)
U(r) = ¥;(r) + QWV(_) + ’BW

entwickelt werden kann. Dabei ist N die Gesamtelektronenzahl. Die Koeffizienten o, 3,

.. (2.1)

etc. sind entsprechend der wirkenden Stérung zu bestimmen. Die Entwicklung in die
Taylor-Reihe bedeutet jedoch nicht, daB sich die Ladung des Atoms in der chemischen
Bindung tatséchlich d&ndern mu8.

Das Ziel dieses und der folgenden Abschnitte ist es zu zeigen, daff die Folge von Funk-

tionen

dY(r) 0*W,(r)
v; 5 ) 2
o) 5 ~ane
eine Basis mit zunehmender Genauigkeit liefert.

2} (2.2)

Bevor die Genauigkeit dieser Basissétze anhand von molekularen Rechnungen tber-
priift wird, soll hier kurz auf den Zusammenhang des Ansatzes mit den oben genannten
Konzepten eingegangen werden.

Die Fukui-Funktion ist fiir ein Atom definiert als [1]

o= ] - [52],

wobei p das atomare chemische Potential, n(r) die Elektronendichte und v(r) das externe

Potential bezeichnen.
Driickt man n(r) durch die Elektronenorbitale aus

n(r) = Z fi | W) |? (2.4)

mit den Besetzungszahlen f;, so erhalt man

CED R ZCIET SRR (25)

Man kann also mit den Funktionen {9¥;(r)/ON} und den ungestdrten Orbitalen die
atomaren Fukui-Funktionen beschreiben und damit die chemische Reaktivitét charakte-

risieren.

?Hier und im folgenden wird angenommen, da die Atomorbitale und deren Ableitungen normiert

sind.
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Eine einfache Rechnung zeigt, daB die ersten Ableitungen auch ausreichen, um die
absolute atomare Hirte [1] wiederzugeben, die als die zweite Ableitung der Gesamtenergie
nach N definiert ist. Allgemein gilt, daB die Kenntnis der m-ten Ableitung der Orbitale
nach N es gestattet die Korrektur der Gesamtenergie bis zur (2m + 1)-ten Ordnung zu
berechnen, gemaf dem (2m + 1)-Theorem der Stérungstheorie. Diese Beobachtung liefert
einen Hinweis auf die Griinde fiir die Genauigkeit der Basis (2.2).

Die Verbindung zu den linearisierten APW-Basissitzen in der Festkorperphysik ist
ebenfalls interessant und leicht herzustellen. Eine direkte Ubertragung dieser Methoden
[55,20,56,57] auf den Fall molekularer Rechnungen ist nicht durchfithrbar, da die Ener-
gieableitungen der Orbitale im Unendlichen divergieren. Im Festkorper werden die orbi-
talartigen Funktionen jedoch nur innerhalb einer Sphire um die Atome benutzt. Die hier
vorgestellten , Response“-Basisfunktionen sind dagegen regulir und enthalten im wesent-
lichen dieselbe Information iiber das Verhalten der Orbitale bei einer Verschiebung ihrer
Energie. Wie auch schon in Festkérperrechnungen beobachtet wurde, dhnelt der Verlauf
der Orbitalableitungen dem der virtuellen Orbitale, wobei die jeweils nachfolgende Ab-
leitung einen Knoten mehr aufweist als die vorherige (siche Abb.2.1). Die Ahnlichkeit
mit den natiirlichen Orbitalen, die iiblicherweise als Basis fiir Rechnungen mit korrelier-
ten Wellenfunktionen dienen, ist sogar noch groBer. Beide Orbitaltypen, virtuelle und
natiirliche, sind jedoch wesentlich diffuser als die ,,Response“-Basisfunktionen.

Obwohl es in Kohn-Sham- oder Hartree-Fock-Rechnungen am naheliegendsten ist, die
Ableitungen nach der Besetzungszahl der hochsten besetzten Atomorbitale zu nehmen,
konnen durchaus auch andere Méglichkeiten in Betracht gezogen werden. Numerische
Test haben gezeigt, das tatsachlich nur geringe Unterschiede resultieren, wenn man die
Ableitung nach der Besetzungszahl anderer Orbitale nimmt. Eine weitere Méglichkeit
zur Umsetzung des Konzepts ist es, die Kernladung zu variieren, was ebenfalls zu sehr
shnlichen Resultaten fiihrt.

2.3 Basissatze fiir kondensierte Phasen

Molekulare Systeme konnen sehr eflizient in einer Basis vom Typ (2.2) beschrieben wer-
den. Fir Rechnungen von kondensierten Phasen sind diese Basissitze jedoch tendenziell
zu stark ausgedehnt. Dies fithrt zu linearen Abhingigkeiten und singuliren Uberlappma-
trizen. Diese Pathologien kénnen beseitigt werden, indem man ein zusétzliches Potential
in die atomare Rechnung einfiihrt, in der die Basissitze generiert werden. Das Potential
der Form

Vaaa = gesar’ (2.6)

sorgt fiir eine stirkere Lokalisierung der Basisfunktionen und verringert dadurch die Uber-
lappung und damit die lineare Abhingigkeit der Basisfunktionen in molekularen Rech-
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Abbildung 2.1: Radialteil der Valenz-Basisfunktionen (nur ¥; (durchgezogen) and 0¥;/0N
(gestrichpunktet)) von Sauerstoff. Zum Vergleich ist das jeweils niedrigste virtuelle (gestri-
chelt) und natiirliche (gepunktet) Orbital (entsprechend dem 3s Atomorbital) dargestellt. Das

natiirliche Orbital wurde Ref.[42] entnommen.

nungen. Dariiberhinaus ersetzt es das exponentielle asymptotische Verhalten der Wellen-

funktionen durch eines vom Gauf-Typ
U(r) e (7, (2.7)

wobei

4
Aadd = E (28)
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Im Prinzip ist 7. ist ein freier Parameter, der beliebig gewahlt werden kann. Durch Expe-
rimentieren kann man sich jedoch davon iiberzeugen, daB sinnvolle Ergebnisse durch die
Wahl des zweifachen kovalenten Radius fiir r, erhalten werden.

2.4 DFT-,,Response“-Basissitze fiir die Atome der
2. Periode

Als eine erste Anwendung der ,Response“-Funktions-Basissitze werden in diesem Ab-
schnitt atomare Dichtefunktional-Rechnungen mit mit kleineren Gau-Basissitzen fiir die
Atome der zweiten Periode présentiert. Fiir das Austausch-Korrelations-Funktional wur-
den das gradientenkorrigierte Austausch-Funktional von Becke [61] und das gradientenkor-
rigierte Korrelationspotential von Lee, Yang und Parr [62] (BLYP) ohne Spinpolarisation
gewahlt. Die ,Response“-Fur.tionen werden durch finite Differenzen in der Besetzung
der hochsten besetzten atomaren Orbitale mit anschlieBender Orthonormierung beziiglich
der bereits vorhandenen Basisfunktionen berechnet. Die Exponenten der primitiven Gauf-
Funktionen werden mittels einer Quasi-Newton-Methode [63-65] kombiniert mit DIIS [66]
in einer Rechnung des atomaren Grundzustands optimiert. Als Test wurden fiir Sauer-
stoff Basissitze von [7s3p]3(sieben primitive s- und drei primitive p-GauB-Funktionen)
bis [13s8p] vollstindig optimiert. Tabelle 2.1 zeigt die Energiedifferenzen zur exakten
Grundzustandsenergie, die mit einem vollstdndig numerischen DFT-Programm berechnet
wurde. Daneben sind auch Ergebnisse fiir optimierte Basissitze mit der Randbedingung,
dafl je eine s- und p-Funktion denselben Exponenten teilen. Basissidtze mit solchen so-
genannten ,Shared Exponents“ (,Gemeinsame Exponenten“) kdnnen in entsprechenden
Algorithmen besonders effizient bearbeitet werden®. Wie zu erwarten ist, sind die Ergeb-
nisse fiir die Basissdtze mit gemeinsamen Exponenten etwas schlechter als mit individuell
optimierten Exponenten, abei'deutlich besser als die Resultate mit je einem Exponenten
weniger.

Fir die weiteren Testrechnungen wurde eine Basis der Grofie [9s5p] verwendet. Die-
se primitive Basis ist groB genug, um Kontraktionen bis (5s4p) vorzunehmen und den-
noch kompakt genug, um in grofen molekularen Rechnungen eingesetzt werden zu
kénnen. Die Kontraktionsfehler fiir die Kontraktionen der [9s5p]-Basis zu Basissitzen
von (3s2p) bis (5s4p) kann man Tabelle 2.2 entnehmen. Die angegebenen Kontraktions-
fehler sind die Energiedifferenzen zwischen Rechnungen mit kontrahierten und unkon-
trahierten Basissétzen an Atomen und Ionen der zweiten Periode mit spinpolarisiertem
BLYP-Funktional. Man sieht, daf8 die Fehler fiir die (5s4p)-Kontraktion typischerweise ei-

3Hier und im folgenden bezeichnen eckige Klammern primitive GauB-Funktionen und runde Klammern

kontrahierte Basisfunktionen
4siehe Abschnitt B.3
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Basis AE [Hartree] AE [Hartree]
(frei optimierte Exp.) (gemeinsame Exp.)
[7s3p] 0.123684 0.141269
[8s4p] 0.031848 0.050909
[9s5p] 0.010023 0.016021
[10s6p] 0.003209 0.005428
[11s7p] 0.001095 0.002023
[13s8p] 0.000278 0.000557

Tabelle 2.1: Energiedifferenzen fiir GauB-Basissatze fiir Sauerstoff mit frei bzw. gemeinsam op-
timierten Exponenten. Die Rechnungen verwenden das BLYP-Funktional. Das exakte Ergebnis
ist -75.023693 Hartree. ’

Li Be B C N O F Ne
(3s2p) | 190 0 20 55 115 8 35 0
(4s3p) | 30 0 17 40 80 45 17 0
(sdp) | 1 0 1 4 7 4 1 0
Li* Bet Bt €t Nt Ot F*t Net
(3s2p) | 44 485 263 800 953 1023 815 560
(4s3p) | 8 101 2 40 45 95 54 22
(bsdp) | O 1 1 4 8 13 6 2
Li- Be B~ C- N- 0O~ F-
(3s2p) | 6611 85 309 271 448 408 288
(4s3p) | 1131 2 26 55 32 12 0
(5¢p) | 16 0 2 3 2 1 0

Tabelle 2.2: Kontraktionsfehler [zHartree] der primitiven [9s5p]-Basis fiir die Atome der
zweiten Periode und deren lonen. Alle Rechnungen wurden mit dem spinpolarisierten BLYP-

Funktional durchgefiihrt.

nige Mikrohartree betragen. I Vergleich dazu liegt der Fehler mit der (4s3p)-Basis etwa
eine GroBenordnung hoher. Mit der (3s2p)-Basis bleibt der Fehler in den meisten Féllen
immerhin noch unterhalb eines Millihartree. Vergleicht man am Beispiel von Sauerstoff

diese Fehler (4, 45 bzw. 89 pHartree) mit dem totalen Basissatzfehler (16 mHartree) aus



32 KAPITEL 2. ,RESPONSE“FUNKTION S-BASISSATZE

Tabelle 2.1, kann man schluBfolgern, daB fiir die primitive [9s5p]-Basis die Kontraktions-
fehler eine untergeordnete Rolle (fiir (3s2p) und (4s3p)) bzw. keine Rolle (fir (5s4p))
spielen. Dieser Trend mu$ sich natiirlich in molekularen Rechnungen bestitigt finden, wie

sie im nichsten Abschnitt dokumentiert sind.

2.5 Testrechnungen an Molekiilen

Um die ,Response“-Funktionsbasissitze zu testen, wurde eine Reihe von Rechnungen an
kleinen Molekiilen mit dem Programm Gaussian94 [67], das die Moglichkeit zur Verwen-
dung benutzerdefinierter Basissitze bietet, durchgefiihrt. In allen Rechnungen wurden den
Basissiitzen Polarisationsfunktionen hinzugefiigt. Im Prinzip konnten diese auch gemiB
des ,Response“-Funktions-Prinzips erzeugt werden. Es wurden jedoch zur Vereinfachung
einzelne primitive GauBfunktionen verwendet, deren Exponenten in Anlehnung an die
in Gaussian94 verwendeten Polarisationsfunktionen gewihlt wurden. Die d-Exponenten
fiir C, N, O und F waren 0.8, 1.0, 1.2 und 1.4 . Die p-Funktion fiir H hatte einen Ex-
ponenten von 0.8 . Wie schon in der Literatur fiir andere Basistypen dargelegt wurde
[68] dargelegt wurde, ist Wasserstoff ein problematischer Fall. Aus diesem Grund wurde
hier vom ,,Response“-Funktions-Prinzip abgewichen. Die fiir den atomaren Grundzustand
optimierten Exponenten wurden wie in Hartree-Fock-Rechnungen [68] mit einem Faktor
von 1.44 skaliert, und die 1s-Basisfunktion wieder normiert. Als weitere Basisfunktio-
nen wurden nun nicht die Orbitalableitungen benutzt, sondern die diffusesten primitiven
GauB-Funktionen der Basis als unkontrahierte Funktionen hinzugenommen, so daf sich
eine Basis vom Raffenetti-Typ [69] ergibt. Tests an Hj zeigten, daB man so die besten
Ergebnisse erzielt.

In Tabelle 2.3 sind die Ergebnisse der molekularen Testrechnungen zusammengefafit.
Die Bindungslingen und -winkel sowie die Schwingungsfrequenzen aus den Rechnungen
mit je einer, zwei oder drei Orbitalableitungen in der ,Response“-Funktions-Basis sind
den Ergebnissen mit der unkontrahierten primitiven Basis und einer Referenzrechnung mit
einer grofen Standardbasis gegeniibergestellt. Die Kontraktionsbezeichnungen vor bzw.
hinter dem Schragstrich beziehen sich jeweils auf die Atome der zweiten Periode bzw. auf
Wasserstoff. Der mittlere Kontraktionsfehler in den Bindungslangen reduziert sich von
0.0061 rA mit einer zu 0.0010 rA mit zwei und 0.0005 rA mit drei ,, Response“-Funktionen.
In gleicher Weise reduzieren sich die Fehler der harmonischen Schwingungsfrequenzen von
17 em~! zu 2 em™! und 1 cm~1. Die 6-311+G(3df,2p)-Basis, deren Ergenisse in der letz-
ten Spalte angegeben sind, wurde von Gill et al. in fritheren Untersuchungen [70] benutzt
und sollte Ergebnisse nahe am Basissatzlimit ergeben. Diese Basis ist der (5s4pld)-Basis
hauptsichlich durch die grofiere Anzahl an Polarisationsfunktionen iiberlegen. Der Ver-
gleich der Ergebnisse mit diesen beiden Basissitzen zeigt, da die Bindungsldngen um
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(3s2pld/ (4s3pld/ (5sdpld/ [9s5pld/ 6-311+G
2s1p) 3slp) 4s1p) 5slp] (3df,2p)

Hy R | 0.7473 0.7471 0.7471 0.7471 0.7467
v | 4408 4341 4341 4341 4349
Ne R | 1.1225 1.1086 1.1077 1.1065 1.1031
v | 2296 2313 2314 2317 2331
02 R | 1.2404 1.2369 1.2363 1.2355 1.2283
v | 1506 1488 1488 1489 1501
Fy; R | 14371 1.4348 1.4344 1.4341 1.4311
v | 943 961 960 961 951
HF R | 0.9371 0.9341 0.9339 0.9336 0.9329
v | 3940 3937 3947 3951 3939
CO R | 1.1523 1.1414 1.1400 1.1389 1.1362
v | 2090 2120 2116 2117 . 2121
CO; R | 1.1856 1.1764 1.1752 1.1745 1.1723
vy | 611 621 624 624 641
vy | 1291 1306 1304 1304 1309
vy | 2317 2324 2323 2322 2325
H,O R | 0.9763 0.9738 0.9739 0.9737 0.9709
a | 103.9 103.9 103.9 103.9 104.6
vy | 1604 1591 1589 1590 1596
vy | 3660 3643 3650 3652 3680
vs | 3767 3748 3755 3755 3782
NH; R | 1.0274 1.0241 1.0242 1.0241 1.0221
a | 106.6 106.7 106.7 106.7 106.7
vy | 1018 1017 1025 1021 1021
vy | 1636 1639 1640 1639 1631
vg | 3375 3346 3349 3347 3371
vy | 3501 3466 3465 3468 3482
CH,; R | 1.1003 1.0971 1.0969 1.0965 1.0943
v | 1315 1312 1312 1313 1311
vy | 1528 1528 1527 1528 1526
vy | 2987 2949 2949 29438 2959
vy | 3103 3047 3046 3046 3054

\
Tabelle 2.3: Molekulare Geometrien [rA,°] und Schwingungsfrequenzen [cm™] fiir verschiede-
ne Kontraktionen der primitiven [9s5p]-Basis und eine Gaussian94-Standardbasis als Referenz.
Alle Rechnungen wurden mit dem spinpolarisierten BLYP-Funktional durchgefiihrt.
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weniger als 0.004 rA abweichen, mit der Ausnahme des Sauerstoffmolekiils, dafl einen Un-
terschied von 0.008 rA aufweist. Die Schwingungsfrequenzen weichen in allen Beispielen
um weniger als 30 cm™! ab, bei einer typischen Abweichung von etwa 10 cm™%.

Bei der Berechnung von thermochemischen Eigenschaften mit kleinen Basissitzen ist
der Basissatz-Superpositionsfehler (,Basis Set Superposition Error*,BSSE) oft eines der
grofiten Probleme. Der Basissatz-Superpositionsfehler entsteht, da der nicht vollstandi-
ge Basissatz eines Atoms durch Uberlagerung mit den Basissitzen benachbarter Atome
verbessert wird, und so verschiedene Anordnungen der Atome durch nicht-aquivalente Ba-
sissitze beschrieben werden. So wird beispielsweise bei der Berechnung eines Oz-Molekiils
im Vergleich zu zwei isolierten O-Atomen nicht nur die Bindungsenergie gewonnen, son-
dern auch, durch die Uberlagerung der Basissitze, die Energie der nicht-bindenden in-
neren Orbitale abgesenkt. Mit ,,Response-Funktions-Basissatzen ergibt sich jedoch nur
ein kleiner Basissatz-Superpositionsfehler, da diese zum einen konsistent mit dem Ener-
giefunktional der molekularen Rechnung optimiert werden, und zum anderen wegen der
Kontraktion zu Orbitalen und Orbitalableitungen eine sehr gute Beschreibung der inne-
ren Elektronen ermdéglichen. Die Basissatz-Superpositionsfehler der Bindungsenergie fiir
zwei der ,Response“-Funktions-Basissitze und zwei Standardbasissitze wurden mit der
,Counterpoise“-Methode [71] berechnet und in Tabelle 2.4 zusammengestellt. Die Stan-
dardbasissitze haben etwa die gleiche Anzahl kontrahierter Funktionen, aber mehr primi-
tive GauB-Funktionen. Bei der ,,Counterpoise“-Methode werden auch die isolierten Atome
mit den iiberlagerten Basissitzen berechnet, und so der Basissatz-Superpositionsfehler in
den Bindungsenergien eliminiert. Durch die Zunahme der Basisfunktionen von (3s2pld)
zu (4s3pld) wird die Flexibilitdt der Basis im Valenzbereich erhoht, daher erhdht sich
auch der Basissatz-Superpositionsfehler leicht. Die Basissatz-Superpositionsfehler fiir die
Standard-Basissitze, die wir den ,,Response“-Funktions-Basissitzen gegeniibergestellt ha-
ben, liegen wesentlich hoher. Selbst die 6-311G(d,p)-Basis, mit zwei zusitzlichen Pri-
mitiven, hat etwa doppelt so groBe Basissatz-Superpositionsfehler wie die ,Response®-

Funktions-Basissatze.

2.6 Zusammenfassung des Kapitels

Die Theorie der chemischen Reaktivitit und die Erfahrungen aus Dichtefunktionalrech-
nungen in der Festkorperphysik legen den Schluf nahe, daf Basissitze aus Atomorbi-
talen und deren Ableitungen nach der Besetzungszahl verheiSungsvolle Kandidaten fiir
Ab-initio-Rechnungen an Molekiilen und Festkérpern sind. Der Ansatz der Orbitalablei-
tungen fiihrt zu einer systematischen Verbesserung der Vollstindigkeit der Basis durch
sukzessives Hinzufiigen von Ableitungen. Das Konzept der ,Response“-Funktionen ist un-
abhingig von der funktionalen Form der Basisfunktionen, so daff es direkt auf Rechnungen
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(32p1d/ (4s3pld/ 6-31C 6-311G
2s1p) 3slp)  (dp) (dp)
Ny V 0.182 0.205 1.491 0.650
(023 0.386 0.442 1.425 0.834
Fy 0.540 0.633 2.353 1.118
HF 0.450 0.281 0.893 0.477
CO 0.700 0.775 2.201 1.568

Tabelle 2.4: Basissatz-Superpositionsfehler [kcal/mol] der Bindungsenergie einiger Molekiile

fiir verschiedene Basissatze. Die Werte wurden mit der , Counterpoise“-Methode berechnet.

mit beliebigen Primitiven, wie Gauf}-, Slater- oder numerischen Funktionen, iibertragen
werden kann.

Die Einfachheit der Basissatzgenerierung erlaubt es, den Algorithmus jeweils auf
die verwendete Methode zur Elektronenstrukturberechnung (Hartree-Fock, Dichtefunk-
tionaltheorie mit verschiedenen Austausch- und Korrelationsfunktionalen etc.) hin zu
modifizieren und damit den Basissatz-Superpositionsfehler in molekularen Rechnungen
erheblich zu reduzieren.

GemiB dieses Ansatzes wurden im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie in der BLYP-
Niherung fiir Austausch und Korrelation Gauf-Basissitze fiir die Elemente bis Neon
erzeugt und getestet. Atomare Energien, molekulare Bindungsenergien, Geometrien und
Schwingungsfrequenzen weisen eine bemerkenswert schnelle Konvergenz zum Basissatz-
limit auf. Wie auch bei anderen Methoden weicht Wasserstoff etwas vom Verhalten der
anderen Elemente ab und erfordert deshalb eine gesonderte Behandlung bei der Erzeugung
der Basissatze.

Ein weiteres Anwendungsgebiet der hier beschriebenen Methode sind Rechnungen mit
Pseudopotentialen. Auch in diesern Fall ist es wichtig, die Basis konsistent mit der Auswahl
der Methode und des Pseudopotentials zu erzeugen, damit man sehr kompakte Basissétze
erhilt, die es erméglichen, Ab-initio-Molekulardynamik-Simulationen sehr grofler Systeme

durchzufiihren.



Kapitel 3

Die GPW-Hybridmethode mit
Gauf3-Funktionen und ebenen Wellen

fiir Dichtefunktional-Rechnungen'

In Abschnitt 1.3 wurde die Bedeutung der Basisfunktionen und der Darstellung der Elek-
tronendichte fiir die Qualitat und die Leistungsfihigkeit einer Dichtefunktionalmethode
deutlich gemacht. Es wurden die Vor- und Nachteile der auf GauB-I'unktionen bzw. ebenen
Wellen basierenden Methoden aufgezeigt und schlieflich argumentiert, daf ein vielverspre-
chender Ansatz in der Kombination von GauB-Funktionen und ebenen Wellen besteht. In
diesem Kapitel wird nun mit der GPW-Hybrid-Methode ein solcher Ansatz, der auf der
Entwicklung der Wellenfunktionen in GauB-Funktionen und der Darstellung der Elektro-
nendichte in ebenen Wellen basiert, entwickelt und im Detail diskutiert.

Die vorliegende Arbeit ist nicht der erste Versuch in dieser Richtung und es beste-
hen Ahnlichkeiten mit Arbeiten der jiingsten Zeit, wie der von Ordején et al. [73], die
die Ladungsdichte in ebenen Wellen entwickeln und die Orbitale in einer numerischen,
lokalisierten Basis beschreiben, oder der von Chen et al. [74], die eher der traditionellen
Quantenchemie folgen, aber die weitreichenden Coulomb-Kréafte durch FFT berechnen.
Weitere Ansitze konnen der jiingeren Literatur entnommen werden [53,75,76].

Der Ansatz, der hier verfolgt wird, besteht darin, , Response“-Basissitze [36] mit pri-
mitiven GauB-Funktionen als Basis fiir die Kohn-Sham-Orbitale zu verwenden und die
Elektronendichte in ebenen Wellen zu entwickeln. Auf diese Weise kénnen die behandel-
ten Systeme in der Sprache der Quantenchemie beschrieben und die reiche Erfahrung
der Quantenchemiker im Umgang mit Gauf-Basissitzen genutzt werden. Insbesondere
kénnen alle Dichte-unabhingigen Anteile des Kohn-Sham-Hamilton-Operators in direk-

ter und effizienter Weise analytisch berechnet werden. Dariiberhinaus wird eine neue

'Dieses Kapitel lehnt sich an die eri')ffnnl.lichung des Autors zum selben Thema [72] an.
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und effiziente semi-analytische Methode zur Berechnung der Matrixelemente des Dichte-
abhingigen Kohn-Sham-Potentials entwickelt. Um vielen der Probleme aus dem Weg zu
gehen, die mit dem GauB-Funktions-basierten Ansatz einhergehen, werden in diesem An-
satz, wie auch in den reinen Ebene-Wellen-Methoden, nur die Valenzelektronen explizit
behandelt, und deren Wechselwirkung mit dem Ionenrumpf durch Pseudopotentiale be-
schrieben. Der Vorteil der Pseudopotentiale liegt darin, dafl die Pseudo-Ladungsdichte
einen glatteren Verlauf hat. Dies erlaubt den Einsatz von ebenen Wellen als interme-
diére Basis fiir die Elektronendichte und damit einen direkten und einfachen Zugang zur
Berechnung des Hartree- und Austausch-Korrelations-Potentials, die bisher den Schwach-
punkt GauB-Funktions-basierter Rechnungen darstellte. Dariiberhinaus eliminieren Pseu-
dopotentiale die Singularitit am Atomkern, was die Anzahl der bendtigten primitiven
GauB-Funktionen reduziert und auflerdem giinstige Auswirkungen auf den Basissatz-
Superpositionsfehler hat. Der resultierende Algorithmus ist genau, effizient und besonders
fiir Ab-initio-Molekulardynamik-Simulationen grofler Systeme geeignet.

Der Aufbau des Kapitels gestaltet sich wie folgt: in Abschnitt 3.1 wird das Ener-
giefunktional, durch das die Hybrid-Methode definiert ist, formuliert. In Abschnitt 3.2
werden dann die daraus resultierenden interatomaren Krifte abgeleitet. In den darauffol-
genden Abschnitten 3.3 und 3.4 werden die Methoden zur Integration der Kohn-Sham-
Matrixelemente und deren Implementierung im Programm dargestellt. SchlieBlich werden
ausgewahlte Testrechnungen in Abschnitt 3.5 dokumentiert.

3.1 Das Energie-Funktional

Die Gesamtenergie eines molekularen oder kristallinen Systems setzt sich aus der inter-

nuklearen Wechselwirkung und der elektronischen Energie zusammen
Etot — Eian—ion ({RA}) 4+ Eel [{RA}7 n] i (31)

Im vorliegenden Ansatz wird die Kohn-Sham-Formulierung der Dichtefunktionaltheorie
[28,29,1] fiir die elektronische Energie verwendet

E®n] = E¥[n] + EV[n] + E%[n] + EX°[n], (3.2)

wobei ET[n] die kinetische Energie, EV[n] die elektronische Wechselwirkung mit den
Ionenriimpfen und EY[n] und EXC[n] die elektronische Coulomb- und Austausch-
Korrelations-Energie bezeichnen.

Die Elektronendichte ist durch die Orbitale {¥;} und deren jeweilige Besetzungszahl
f; definiert

n= Zf;{\ll;[z. (3.3)
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In der vorliegenden Methode werden die Orbitale in einer Basis lokalisierter ,Response®-
Funktionen {¢,} entwickelt, die wiederum aus primitiven kartesischen GauB-Funktionen
kontrahiert sind®>. Da das zentrale Anwendungsgebiet der Methode auf kondensierten
Phasen liegt, die periodische Randbedingungen erfordern, miissen die Funktionen {y,}

periodisch fortgesetzt werden
Ph(r) = pu(r—il), (34)

wobei die Summe iiber alle Tripel ganzer Zahlen i = ¢, 7, k lauft, il = il; + jl; + kl3, und
13,15,15 die Vektoren sind, die die periodisch aufgereihte Einheitszelle aufspannen. Es ist
anzumerken, daf die Annahme der Periodizitit des Systems nicht die Allgemeinheit dieser
Methode einschrinkt, da isolierte Systeme entweder durch die Verfahren in Referenz [77,
78] oder durch geeignete Wahl der Superzelle behandelt werden kénnen. Die Kohn-Sham-

Orbitale kénnen nun in den Basisfunktionen (3.4) entwickelt werden
Ti(r) =) Cuh(r), (3.5)
B

so daB die korrekte Periodizitit der W;(r) sichergestellt ist. In Glg. (3.5) wird implizit
davon ausgegangen, daf8 die Integration iiber die Brillouin-Zone auf den I'-Punkt reduziert
werden kann3. Diese Annahme ist insbesondere fiir Isolatoren und fiir grofe Systeme, die
das Hauptziel dieser Methode darstellen, gerechtfertigt. Vollstandiges k-Punkt-Sampling
ist jedoch ebenfalls méglich, soll aber hier der Uberschaubarkeit der Darstellung wegen
nicht beschrieben werden. Eine Folge davon ist, daB die Kohn-Sham-Orbitale als reelle
Funktionen gewihlt werden konnen.

Driickt man nun die Elektronendichte direkt durch die periodischen Basisfunktionen

aus, erhalt man

n(r) =D Pudl(r)el(r), (36)
P
mit der Dichtematrix

B Z 040 (3.7)
Setzt man noch die Kontraktion der primittiven GauB-Funktionen fiir die Basisfunktionen
p(E) = Y Candhlr) (3.8)

hierin ein, ergibt sich fiir die Dichte
n(r) =Y Pungh(r)g;(r), (3.9)

mn

2siche Anhang B Abschnitt B.2
3siehe Kapitel 1 Abschnitt 1.2.5
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mit der primitiven Dichtematrix

Praw= 3 B PriciU0. (3.10)

pv

Die kinetische Energie ist nun durch

BT = Y fwl - S

A
= Pu (@0 = S 1eb () (3.11)
pv
gegeben, die Coulomb-Energie durch
J
] =L / /drdr’w (3.12)
2 [r —r'|

und die Austausch-Korrelations-Energie durch

EX°[n] = / drn(r)exc[n](r), (3.13)

mit dem Austausch-Korrelations-Energiedichte-Funktional exc[n].

Da nur die Valenzelektronen in das Modell miteingehen sollen, werden die inneren
Elektronen durch Einfiihrung von atomaren Pseudopotentialen, die die Wechselwirkung
der Valenzelektronen mit dem Atomkern und den inneren Elektronen durch effektive
Potentiale ersetzen, eliminiert. Die Auswahl der funktionalen Form des Pseudopotentials
wurde durch die Anforderung bestimmt, da alle Matrixelemente des Pseudopotentials in
einer GauB-Basis analytisch berechenbar sein sollen. Ein Pseudopotential-Typ, der diese
Anforderung erfiillt ist derjenige von Goedecker, Teter und Hutter [79,80]. Es handelt
sich dabei um separable, normerhaltende [2] Pseudopotentiale, die auf Gauf-Funktionen
basieren. Obwohl sie mit einem kleinen Satz von Parametern auskommen, sind diese

Pseudopotentiale genau und transferierbar. Der lokale Teil des Potentials hat die Form
VEP(r) = —ﬁerf (aPPr)
r
2 2
+e—(aPPT) |:CFP & C;P (\/iCtPPT‘)

+OFF (\/iozpp'r)‘1 = OFF (ﬁappr) 6] ; (3.14)

wobei erf die Fehlerfunktion und Z,, die Ladung des Ionenrumpfes ist. Der Parameter

ofF ergibt sich aus dem Radius des Ionenrumpfes 7f¥ durch

1
@ = 3.15
Ve (3.15)
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Der nicht-lokale Anteil des Pseudopotentials hat die Form

Vit (e e) =30 (el p™ ) R (o 1), (3.16)
Im ij
mit den normierten Projektoren vom GauB-Typ pi™, die in ihrer Ortsraumdarstellung
durch

(rlpm) = Ny'm(#)rate 3 () (3.17)

gegeben sind.

Fiir alle Ansitze, die darauf abzielen, sehr groBe Systeme zu simulieren, ist einer
der wesentlichsten Punkte, das Skalierungsverhalten des Aufwands zur Berechnung der
Coulomb-Matrix mit der SystemgroBe zu reduzieren. In der Quantenchemie ist es heute
iiblich, dazu die Elektronendichte n in eine Auxiliarbasis zu entwickeln [24,25,81-83]

i=d-@. (3.18)

Ist die Auxiliarbasis {@} vollstindig, miissen nur die Entwicklungskoeffizienten {d} der
Elektronendichte 7z in der Basis bestimmt werden, und 7 gleicht exakt n. Ist die Auxiliar-
basis allerdings nicht vollstindig, was im allgemeinen der Fall ist, miissen die Koeffizienten
und die Basisfunktionen optimiert werden, um die Dichte n anzundhern. Das Anpassen

wird {iblicherweise durch Minimieren des Funktionals
(n—7|0|n—#) (3.19)

erreicht. Die Wahl des Operators O bestimmt dabei, welche physikalische Gréfie am besten
durch die angepaBte Dichte r beschrieben wird. Die beste Naherung fiir die Elektronen-
dichte selbst erhilt man durch die Wahl O = §(r — r'). Dagegen wird das Coulomb-
Potential am besten mit @ = |r — r'| und das elektrische Feld mit O = |r — /| wieder-
gegeben [84].

Die Auxiliarbasis fiir die Elektronendichte in der hier vorgestellten Methode ist eine

Ebene-Wellen-Basis. Daraus ergibt sich fiir das periodische System:
n(r) = % \%“ n(G)e'Sr, (3.20)

wobei die Summe iiber alle reziproken Gittervektoren geht, und 2 das Volumen der pe-
riodischen Einheitszelle im Ortsraum ist. Aus Glg. (3.9) ist ersichtlich, daB die Dichte
als Linearkombination von Produkten von GauB-Funktionen geschrieben werden kann.
Da solche Produkte wiederum einzelne GauB-Funktionen ergeben?, und die Fourier-

Transformation einer Gauf-Funktion ebenfalls wieder eine GauB-Funktion ergibt, lassen

“siche Anhang B Abschnitt B.1
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sich die Koeffizienten n(G) leicht in geschlossener Form angeben®. So wie Glg. (3.20)
formuliert ist, beinhaltet sie zunéchst keine Naherung, sondern beschreibt lediglich eine
andere Darstellung der Dichte, da ebene Wellen eine vollstindige Basis bilden. Bei der
Implementierung muf diese Entwicklung jedoch abgebrochen, und die Summe auf solche
ebenen Wellen beschrinkt werden, deren kinetische Energie niedriger ist als eine vorher
festgesetzte Cutoff-Energie '

= %Gé (3.21)

Dieser Cutoff definiert nun eine Naherung der Dichte

ar)=% ¥ n(G)eS (3.22)

|Gl<Gc

Die jetzt endliche Summe kann durch schnelle Fourier-Transformation (FFT,,Fast Fourier
Transform*) ausgefithrt werden, und 7i(r) auf diese Weise mit niedrigem Aufwand auf
einem reguliren Ortsraumgitter {R;} zuginglich gemacht werden, dessen Auflésung durch
Ec kontrolliert wird.

Eine besondere Eigenschaft der ebenen Wellen ist es, daff die Naherung 7 die beste
Anpassung an n fiir alle Operatoren aus Glg. (3.19) darstellt, die vom nur vom relativen
Abstand |r — r’| abhingen, wie es fiir die drei genannten Operatoren der Fall ist. Fiir
andere Basissatztypen ist dies normalerweise nicht erfillt, und man erhélt eine beste

Anpassung nur fiir einen der Operatoren o.

SchlieBlich kénnen die verschiedenen Terme des Energiefunktionals, das die definieren-
de Gleichung der vorliegenden Methode darstellt, zusammengefaBt werden. Die Energie
pro Einheitszelle eines periodischen molekularen Systems ist im Rahmen dieses Ansatzes
gegeben durch

E%n] = me |——+ PP(r) el (r))

+Z P (b (r)| VER (r, 1) [6E (')
(3.23)

5sieche Anhang B Abschnitt B.4
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Der (;<0-Term in der Coulomb-Energie wird gemafl der Ewald-Methode [85,86] behan-
delt®.
An dieser Stelle sollte angemerkt werden, daB nicht nur die Dichte, sondern auch das

Dichte-abhiangige Hartree-Potential, das im reziproken Raum durch

Va(G) = 4n "gf) (3.24)

gegeben ist, und das Austausch-Korrelationspotential
Vxe = exc(n) + n;lt:)\( (n) (3.25)
nur bis zum Cutoff G¢ entwickelt werden. Im Falle des Hartree-Potentials bedeutet dies

keine Einschrankung, da tatsichlich nur Vektoren G mit |G| < /¢ beitragen. Dasselbe ist
strenggenommen fiir das Austausch-Korrelationspotential nicht-der Fall. Allerdings ist exc
eine sehr weiche Funktion der Dichte (exo o n'/*), so daB die Niherung unproblematisch
ist. Man kann sie als Redefinition des Austausch-Korrelations-Iunktionals betrachten.
Natiirlich wird der Fehler immer kleiner je grofer Go wird, und das Energiefunktional

(3.23) konvergiert zum korrekten Grenzwert, wenn (/¢ gegen unendlich geht,

3.2 Interatomare Krafte

In diesem Abschnitt werden kurz die verschiedenen Beitrage der Terme im Funktional
(3.23) diskutiert, die zu den Kriften auf die ionischen Atomriimpfe beitragen. Die Krifte
sind gegeben durch die negative Ableitung der Gesamtenergie nach den Atompositio-
nen R;. Den Hellmann-Feynman-Anteil der Kréfte [30,31] erhalt man aus der expliziten

Abhingigkeit der Gesamtenergie von den Atompositionen

a

FHF — Eltotal
4 OR4
_ Z Z ZAZB(RA —Rp — i])
22 2 TRy~ Ra— 1T

i (3.26)
L P (L/DfL(r)IvnA loc (r)l(Pu( ))

> Pl (0 Vi, Vi ()l ()

P

|

Bgiche Kapitel | Alwchnitt | 2.5
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mit il wie in Glg. (3.4). Der zweite Teil der Kréfte, die Pulay-Kréfte [32], resultieren
aus der Positionsabhingigkeit der Basisfunktionen. Diese Krifte sind in reinen Ebene-
Wellen-Methoden nicht vorhanden und somit der Preis, den man hier fiir die Verwendung
lokalisierter Funktionen zu zahlen hat. Fiir die kinetische und Pseudopotential-Energie

hat man

A
F§T+PP = ——22 Ppu(tpi(r)l == 5 + %ECP(I')IVRAL,DI:(I‘))
my

(3.27)
-2 Pu el (0)IVa (1, 0) VR,el ()
By
Die Pulay-Krifte von Coulomb- und Austausch-Korrelations-Energie sind
Fixs = — [drVks[i)(r) VR, #(r) (3.28)
wobei Vks das Kohn-Sham-Potential
Vks = Vi + Vxe (3-29)

bezeichnet. Da die Abhingigkeit von % von den Atompositionen explizit ist, treten hier
keinerlei Komplikationen wegen der Anpafiprozedur der Dichte auf, was eine wesentliche
Vereinfachung gegeniiber den iiblichen, lokalisierten Auxiliarbasissitzen darstellt.

3.3 Integration der Matrixelemente

Die zentrale Aufgabe bei einer Elektronenstrukturrechnung nach der vorliegenden Metho-
de ist die Berechnung der Matrixelemente der Kohn-Sham-Matrix, d.h. der Integrale der

verschiedenen Beitrige des Kohn-Sham-Hamilton-Operators
Hgs =T + V4 vH 4 vXC (3.30)

mit den Basisfunktionen. Die Matrixelemente der Kohn-Sham-Matrix bilden die Grund-
lage fiir die Berechnung der Wellenfunktion des Systems. Eine effiziente Dichtefunktional-
methode impliziert immer effiziente Algorithmen zur Berechnung der Kohn-Sham-Matrix.

In einem periodischen System miissen die Matrixelemente auf die Einheitszelle nor-

miert werden und haben dann die Form
OF, = (0. 101¢7)
= Zcuucvb z(gu(r) |0|gb(r+li)>7 (331)
ab i
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wobei die Vektoren il, wie in Glg. (3.4), die Einheitszelle aufspannen. Glg. (3.31) betont
nochmals die eigentlich triviale Tatsache, daB die Matrixelemente zwischen periodisch fort-
gesetzten GauB-Funktionen aus Summen gewohnlicher GauB-Funktionen gebildet werden,
deren algebraische Eigenschaften bekannt sind”. Wir verwenden hier die Notation von
Obara und Saika [87] fiir primitive GauB-Funktionen, in der die drei Parameter einer
primitiven kartesischen GauB-Funktion fiir die Winkelsymmetrie (a), die Breite () und

Position (R 4) in einen einzigen Index a zusammengefaBt werden:

|2) = ga(r)
- (.T _ XA)M(y _ YA)“"(Z _ ZA)az e—a(r_RA)2
= (r = Ry)* e R, (3.32)

Matrixelemente zwischen GauB-Funktionen werden mit
(al@|b) = /dr 9a(r)O gy(x). (3.33)

bezeichnet. Integrale dieses Typs treten nicht nur bei der Berechnung der Matrixelemente
auf, sondern auch bei der Berechnung der interatomaren Kréfte. Dies geht aus den Glgn.
(3.26) und (3.27) hervor, wenn man beriicksichtigt, dal die Ableitung einer kartesischen
GauB-Funktionen nach der Position eine Linearkombination zweier kartesischer Gau8-
Funktionen ergibt®.

Allen Beitrdgen zu den Matrixelementen des Kohn-Sham-Hamilton-Operators (3.30)
ist gemeinsam, daB die darin enthaltenen Integrale analytisch lsbar und durch die An-
wendung von Rekursionsalgorithmen effizient berechenbar sind. Dabei geht man so vor,

daB man mit den Integralen zwischen Primitiven vom s-Typ beginnt
(04]0|0p) = /dr ¢ -Ra? D o-Flr-Rp)? (3.34)

die direkt in geschlossener Form berechnet werden, und dann Matrixelemente héherer Dre-
himpulsquantenzahlen mittels Rekursionsrelationen daraus ableitet. Diese Technik 138t
sich am wirksamsten fiir allgemein kontrahierte Basissitze (,,General Contracted*) mit
gemeinsamen Exponenten (,,Shared Exponents“), wie sie hier verwendet werden, nutzen,
da in diesem Fall alle berechneten Integrale auch tatsichlich am Ende benédtigt werden®.

Fast alle Matrixelemente der kinetischen und Pseudopotential-Energie sind bekannt, und

“Eine ausfiihrliche Diskussion der Eigenschaften von Gauf-Funktionen finden sich in Anhang B Ab-
schnitt B.1.

8siche Anhang B Abschnitt B.1

8 Ableitungen von Rekursionsrelationen verschiedener Operatoren finden sich in Anhang B in Abschnitt
B.3.

9siehe Abschnitt B.2.2 im Anhang
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kénnen direkt der Arbeit von Obara und Saika [87] entnommen werden. Die einzige Kom-

plikation ergibt sich hier durch den Fehlerfunktionsterm im lokalen Anteil des Pseudopo-
tentials (3.14):
Zion PP c
—merf (eFlr = R). (3.35)
Dieser kann jedoch als Coulomb-Potential einer Gauf-Ladungsverteilung mit dem Zen-
trum R aufgefaBt werden. Man kann somit das Matrixelement des Operators zu einem

Zwei-Elektronen-AbstoBungs-Integral umschreiben

erf(ofF|r — RC|)
Ir — R

= Zion ((af:y)% / /drdr'gu(r)gb(r) I,._l—r,|

—(aPP)?(r'~RC)2 !

(@l = Zion |b)

xe (3.36)

fiir das bereits Standard-Rekursionsformeln existieren.
Im Falle des Kohn-Sham-Potentials kann man die Darstellung als Fourier-Reihe ver-

wenden, um die Matrixelemente zu berechnen:

(a]Vks(r)|b) = (a] % Z Vies(G)e' | b)

|GI<Gc

=% 3 Vis(G)(ale® |b). (3.37)

|Gl<Ge

Die Integrale (a|e’S* | b) kénnen wie die oben genannten Matrixelemente ebenfalls durch
Rekursionsrelationen analytisch berechnet werden, wodurch man schlieBlich zu einem ein-
heitlichen, konsistenten Schema zur Berechnung aller Matrixelemente der Kohn-Sham-
Matrix gekommen ist.

3.4 Ortsraumimplementierung

der Matrixelementintegration

3.4.1 Abschirm-Verfahren fiir nicht-wechselwirkende Basisfunk-

tionen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daff alle Integrale, die fiir die Berechnung der elek-
tronischen Gesamtenergie, der Kohn-Sham-Matrix und der Krifte auf die Atomriimpfe
notig sind, analytisch ausgewertet werden konnen. Bis hierher wurden keine zusétzlichen
Néherungen in die Methode eingefiihrt. Fiir eine Methode, die darauf abzielt, sehr grofle
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Systeme zu simulieren, ist es aber natiirlich unerldfilich, Gebrauch von der Lokalitat der
Wechselwirkungen zu machen. Alle Wechselwirkungen sind durch Integrale iiber Produk-
te von GauB-Funktionen beschrieben, deren Betrag exponentiell mit dem Quadrat des
Abstands der Gau-Funktions-Zentren zuriickgeht. Paarungen weit auseinanderliegender
Basisfunktionen tragen dementsprechend nur in vernachlissigharem Umfang zu den Wech-
selwirkungen bei, und sollten bei der Integration daher nicht beriicksichtigt werden. In
der hier vorliegenden Implementierung wurde dieses als Abschirmung (,Screening®) be-
zeichnete Verfahren auf der Ebene der primitiven Basisfunktionen eingefiihrt. Durch die
Festlegung einer unteren Schranke ¢, fiir den Beitrag eines Integrals der Art

/dr (O a(r), (3.38)

wobei @ einer der Operatoren 1, —A/2, VEP(r) ist, kann ein Abstandskriterium fiir je-

des Paar von Primitiven und jeden Operator O aufgestellt werden. Es werden dann nur
solche Integrale (3.38) berechnet, die diesem Kriterium geniigen. Dieses Vorgehen fiihrt
direkt zu einer O(V)-Abhingigkeit des Rechenaufwandes fiir die Matrixelemente und die
Krifte jener Operatoren. Die Abstandskriterien werden in der Initialisierungsphase des
Programms bestimmt, indem jeweils durch eine Folge von Integrationen mit wachsendem
Abstand der Zentren der primitiven Gauf-Funktionen der maximale Wechselwirkungsab-

stand ermittelt wird.

3.4.2 O(N)-Integration des Kohn-Sham-Potentials

Der einzige Beitrag zur Kohn-Sham-Matrix, der nicht mit O(/N)-Skalierung berechnet
werden kann, besteht in den Matrixelementen des Kohn-Sham-Potentials in der Form von
Glg. (3.37). Da die Anzahl der G-Vektoren, fiir die die Integrale in Glg. (3.37) ausgewertet
werden miissen, linear mit der Systemgréfe N skaliert, ergibt sich insgesamt ein Rechen-
aufwand, der selbst nach ,Screening® wie N? skaliert. Dieses ungiinstige Skalierungsver-
halten in Kombination mit dem groBen Vorfaktor, der von der Anzahl der G-Vektoren
herriihrt, wiirde das Verfahren, besonders fiir groBe Systeme, sehr ineflizient machen. Aus
diesem Grund wurde eine Ortsraumimplementierung entwickelt, die das ungiinstige Ska-
lierungsverhalten der Impulsraumformulierung von Glg. (3.37) umgeht. Als ersten Schritt
stellt man dazu fest, daf Glg. (3.37) in der folgenden Form umgeschrieben werden kann

1
(alVks|b) =z D gu(—G)Vks(@), (3.39)
IGI<Gc
wobei gqp(G) die Fourier-Transformation des periodisch wiederholten Produktes gf, der

beiden Primitiven g = gags ist. Dieser Ausdruck ist identisch mit der Summe iiber die
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FFT-Ortsraum-Gitterpunkte

(2l Vis |b) = ) Ga(Ri)Vis(Rs) , (3-40)
R;€Q

wobei g, (R;) die diskrete Fourier-Transformierte von gas(G) ist

2 1 G R;
du(Ri) = %) Z (G, (3.41)
|G|<Gc

und identisch mit dem kontinuierlichen Integral iiber den gesamten Raum'®
(a| VKS |b) = /dl‘ g,,b(r)VKs(r). (3.42)

Verwendet man nun Glg. (3.40) oder (3.42) fiir die Implementierung, wird der Auf-
wand zur Berechnung eines Matrixelements unabhéngig von der Systemgrofe, und man
hat schlieBlich, in Verbindung mit einem ,Screening“-Algorithmus, ein linear skalierendes
Verfahren.

3.4.3 Semi-analytische Integration des Kohn-Sham-Potentials

In den eigentlichen numerischen Rechnungen wird Glg. (3.40) verwendet, wogegen die
Formulierung von Glg. (3.42) im folgenden dazu dient, ein Rekursionsschema fiir die
semianalytische Berechnung der Matrixelemente des Kohn-Sham-Potentials abzuleiten.
Das Rekursionsschema wurde entwickelt, um die Anzahl der Integrale, die auf dem Gitter
berechnet werden miissen zu reduzieren, und damit einen weiteren Schritt in Richtung
héhere Effizienz der Methode zu gehen. Es erlaubt die Berechnung der Matrixelemen-
te hoherer Drehimpuls-Quantenzahlen aus der Kenntnis der s-Typ-Matrixelemente des

Kohn-Sham-Potentials Viks und seiner Gradienten:

(04 () |05), (3.43)

ao=(2)" ()" (5) e (3.44)

wobei m = (my, mg,m3) der Multiindex ist, der die Ordnung der Ableitung festlegt.

mit

Die Potentialableitungen konnen mit der FFT-Technik sehr einfach berechnet und die
Integrale im Ortsraumgitter ausgewertet werden. Ausgehend von den Integralen (3.43)
kann man alle Integrale der Art (a|Viks |0g) durch Anwendung der Rekursionsrelation

m B -
(a+1;] V5 |0) = mR;(a | Vits | 0B)

10Dje Gleichungen (3.40) und (3.42) gelten nur wegen der Periodizitit des Kohn-Sham-Potentials Vks.
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[ e
oarp o HIvE10s)
1 iy
+2(a+,8)(a|VKs |0B), (3.45)

ableiten. a; bezeichnet hierbei dje ite Komponente des Multiindex a, das Symbol +1; eine

Erhohung bzw. Erniedrigung des Drehimpulsindex m; um eins und R = R4 — Rp. In
einem zweiten Schritt benutzt man die Identitit!?

(a | Vks I b4 1i) = (a+ 1; I Vks l b) + R,-(a | Vks |b), (3.46)

um den Index von der linken ayf ie rechte Seite zu ,verschieben“. Werden alle Integrale
bis @ = amax und b = bmax bengtigt, muB Relation (3.45) sooft angewandt werden, bis
alle Integrale

(a l VKS | OB), lal < Iamax + bmaxl (347)

berechnet sind, was bedeutet, daf alle Potentialableitungen Vi bis zur Ordnung |m| =
|amax| + |Pmax| bereitgestellt werden miissen. Die Anzahl der Integrale, die auf dem Gitter
berechnet werden miissen, redugjert sich auf diese Weise fiir eine Basis mit gemeinsamen
Exponenten und Drehimpulsen bjs einschlieBlich p,d oder f auf einen Anteil von 0.63, 0.35
bzw. 0.21 der sonst bendtigten [ntegrale.

In der Implementierung myf man auch fiir die Matrixelemente des Kohn-Sham-
Potentials zunéchst ein Abschirmy Kriterium einfithren, um entscheiden zu kénnen, welche
Paare von Primitiven in der Rechnung beitragen. Dies wird auf der Grundlage der Uber-
lappintegrale der Primitiven (O = 1 in (3.38) ) mit ¢, als Abschirmparameter getan. Das

Integrationsgebiet fiir die numerische Integration (3.43) wird dann durch die Bedingung
Gab > €5 festgelegt.

3.4.4 Berechnung der Elektronendichte

Die Berechnung der Ebene-We|lep-Darstellung der Elektronendichte, die Voraussetzung
fiir die Berechnung des Kohn-Sham-Potentials und seiner Matrixelemente ist, folgt densel-
ben Grundsétzen wie die numerigche Integration der Matrixelemente. Anstatt die Fourier-
Komponenten direkt aus der ana]ytischen Fourier-Transformation der Basisfunktionen zu

gewinnen, wird die Dichte auf deyn Ortsraum-FFT-Gitter berechnet
ﬁ’(R’) = Zpab g(l:b(R)v (3'48)
ab

wobei die primitive Dichtematrix P wie in Glg. (3.10) und das Produkt der primitiven
GauB-Funktionen gy, wie in Glg. (3.41) definiert ist. Die Abschirmkriterien und die Be-

stimmung der Gebiets, in dem dje Produkt-Gaufi-Funktion §f, auf das Gitter aufsummiert

UDje Rekursionsrelationen (345) ynd (3.46) werden in Anhang B Abschnitt B.3 hergeleitet.
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wird, werden analog zur Berechnung der Matrixelemente von Vks gehandhabt. Die Elek-

tronendichte wird schlieBlich mittels FFT Fourier-transformiert.

Auf diese Weise hat man nun eine konsistente Niherung zum exakten Energiefunktional
(3.23) erhalten. Die numerische Genauigkeit des gesamten Algorithmus, angefangen bei
der Berechnung der Elektronendichte iiber das Kohn-Sham-Potential bis hin zur Integrati-
on der Matrixelemente, wird durch nur zwei Parameter, den Ebene-Wellen-Dichte-Cutoff

G¢ und den Abschirm-Parameter €5 kontrolliert.

3.5 Testrechnungen

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse einiger ausgewahlter Testrechnungen dokumen-
tiert, die die Zuverlissigkeit und Leistungsfihigkeit der vorgestellten Methode belegen
sollen. Anhand einer Studie eines isolierten Wassermolekiils soll der Einfluff einiger Pa-
rameter auf das Ergebnis der Rechnung dokumentiert werden. Im Anschluff daran wird
eine Reihe von Rechnungen verschiedener kleiner Molekiile mit den Ergebnissen etablier-
ter Methoden verglichen. Ein sehr anspruchsvoller Test der vorliegenden Methode ist die
Berechnung der Struktur des Wasser-Dimers, ein bekanntermafen schwieriges Problem.
SchlieBlich wurde eine Reihe von Rechnungen an Systemen von Wassermolekiilen durch-
gefithrt, um das Skalierungsverhalten zu studieren.

3.5.1 H,O0: Einfluf} einiger Parameter

In einer Reihe von Rechnungen eines Wassermolekiils wurde die Konvergenz der Ergeb-
nisse in Abhingigkeit der Parameter fiir den Ebene-Wellen-Cutoff Gg, fiir das Abschir-
men &, und fiir die GréBe der Simulationszelle L untersucht. Es handelte sich um LDA-
Rechnungen mit ,Response“-Funktions-Basissitzen mit fiinf Primitiven, die zu je drei
Basisfunktionen jeder Winkelsymmetrie kontrahiert und mit einer Polarisationsfunktion
erganzt sind. Als Referenz diente eine Rechnung mit einem Abschirmparameter e, = 1075,
einem Ebene-Wellen-Cutoff von 421 Ry und einer Boxgrofie von 15 a.u. in jeder Dimensi-
on. In Tabelle 3.1 sind jeweils nur die Parameter angegeben, die von der Referenzrechnung
abweichen. Die Ergebnisse zeigen an, daf der Algorithmus sehr stabil in bezug auf die
Variation der Parameter ist. Abweichungen in der Geometrie sind nur fiir sehr schlech-
te Werte der Parameter G¢ und €, sichtbar. Die Gesamtenergie ist ein guter Indikator
fiir die Konvergenz der Rechnungen und zeigt, daB eine Rechnung mit einem Abschirm-
parameter von 10~° und einem Cutoff von 340 Ry als konvergiert betrachtet werden
kann. Letzteres scheint auf den ersten Blick ein auBerordentlich hoher Cutoff zu sein.
Man muB jedoch in Betracht ziehen, daf es sich hierbei um einen Dichte-Cutoff handelt,
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i € Ec | Gesamtenergie Ro_py  (HOH
15 107° 421 17.17103 09699 1055

10-2 17.17157 09720 105.6

10* -17.17110 09699 105.4

10-¢ -17.17108 09698  105.4

119 -17.17840  0.9685  105.8

215 17.17204  0.9696 1055

340 17.17114 09699 105.4

12 17.17121 09699 1053
18 -17.17085  0.9699  105.5

Tabelle 3.1: Gesamtenergie [Hartree], Bindungslinge [rA] und Bindungswinkel [°] von H,0
fiir verschiedene Parameter fiir Cutoff Ec = 1GZ [Rydberg], Abschirmung €, und BoxgroBe
Llaul]

wogegen sich die Angaben in iiblichen Ebene-Wellen-Methoden auf die Wellenfunktion
beziehen. Ein solcher Cutoff mufl mit einem Faktor von vier multipliziert werden, um
ihn mit dem Dichte-Cutoff zu vergleichen. Der Dichte-Cutoff von 340 Ry entspricht also
einem Wellenfunktions-Cutoff von 85 Ry. Beachtet man jetzt noch, dafl das verwendete
Pseudopotential von Goedecker et al. [79] fiir Sauerstoff eher hart ist, liegt der Cutoff
durchaus im Bereich des Verniinftigen.

Da im Rahmen dieser Methode immer periodische Randbedingungen gelten, ist es
notwendig zur Simulation isolierter Systeme eine ausreichend grofie Simulationszelle zu
wihlen, um zu gewahrleisten, dafl sich benachbarte Abbilder des Systems nicht beeinflus-
sen. Die Ergebnisse in Tabelle 3.1 zeigen, daB dazu eine Boxgrofie von 15 a.u. in jeder
Dimension ausreicht. Die Variation der BoxgréBe bewirkt Anderungen der Bindungslinge
von weniger als 1074 rA.

3.5.2 Kleine Molekiile

Ein Standardtest fiir jede neue Molekulardynamik-Methode ist der Vergleich der resultie-
renden Geometrien verschiedener kleiner Molekiile mit den Ergebnissen, die mit etablier-
ten Methoden erhalten werden. In diesem Fall wurden als Referenz konvergierte Ebene-
Wellen-Rechnungen von Goedecker, Teter und Hutter [79,80] herangezogen, die dasselbe

Pseudopotential verwenden, und deren Ergebnisse als am Basissatz-Limit angenommen

werden kénnen. Zusétzlich wurden All-Elektronen-Rechnungen mit Gaussian94 [67] mit
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Molekiil | Diese Arbeit Ebene Wellen Gaussian94
H, 0.764 0.766 0.764
HF 0.933 0.933 0.928
H,0 | 0.970 (105.5) 0.971 (104.9) 0.969 (103.8)
NH; | 1.021 (107.4) 1.022 (107.3) 1.022 (105.6)

CH, 1.096 1.097 1.095
N, 1.105 1.094 1.095
Fa 1.406 1.387 1.385
CO 1.133 1.126 1.127
CO, 1.168 1.162 1.162

Tabelle 3.2: Bindungslangen [rA] (und Bindungswinkel [°]) einiger kleiner Molekiile im Ver-

gleich verschiedener Methoden.

dem 6311G(2d,2p) Basissatz durchgefiithrt. Alle Rechnungen verwenden LD A-Funktionale.
Alle Basissitze dieser Arbeit beinhalten drei ,,Response“-Funktionen pro Winkelsymme-
trie und zusitzlich 2 Polarisationsfunktionen mit je einem Exponenten. Die Konvergenz
der Resultate beziiglich Boxgréfie, Ebene-Wellen-Cutoff und Abschirmparameter wurde
tiberpriift. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.2 zusammengestellt. Die Unterschiede der
Ergebnisse dieser Arbeit und derer mit Gaussian94 beruhen hauptséchlich auf den unter-
schiedlichen Basisséitzen und sind eher gering. Ein Vergleich der Ebene-Wellen-Resultate
mit den All-Elektronen-Resultaten deutet darauf hin, daB der EinfluB des Pseudopoten-

tials d&uferst klein ist.

3.5.3 Das Wasser-Dimer

Als letzten Test fiir die Genauigkeit der Hybrid-Methode wurde eine Untersuchung des
Wasser-Dimers, das in der Vergangenheit bereits das Objekt vieler Publikationen [88,
89] war, vorgenommen. Fiir die Rechnung wurde das gradientenkorrigierte Austausch-
Funktional von Becke [61] mit dem gradieatenkorrigierten Korrelations-Funktional von
Lee, Yang und Parr [62] (BLYP) benutzt, die sich als geeignet zur Beschreibung von
Wasserstoffbriicken erwiesen haben. Es wurde ein Ebene-Wellen-Cutoff von 395 Ry und
ein Abschirmparameter von ¢, = 107% benutzt. Das Wasser-Dimer wurde in die Dia-
gonale ciner 18.642 a.u. langen Einheitszelle gelegt, in Ubereinstimmung mit [89]. Die
Basisfunktionen waren vom selben Typ wie in den vorangehenden Tests, jedoch mit Ex-

ponenten, die fiir das BLYP-Funktional statt fiir LDA optimiert wurden, und ergénzt
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Diese Arbeit Ebene Wellen Gaussian94
Ro-o 2.942 2.939 2.948
LOHO 177.4 177.0 171.5
RY_, 0.972 0.976 0.973
RZ 0.971 0.975 0.971
RZ .y 0.981 0.982 0.981
/HOH! 105.6 105.0 104.9
(HOH? 105.0 103.7 104.9
AE -4.7 -3.7 -4.2
AE (BSSE-corr.) -4.3 -3.7 -4.1

Tabelle 3.3: Bindungslangen [rA], Bindungswinkel [°] und Bindungsenergie AE [kcal/mol]
des Wasser-Dimers. Die BSSE-Korrektur wurde mit der , Counterpoise”-Methode [71] durch-
gefiihrt.

durch diffuse Funktionen. Die gesamte Basis des Dimers enthalt dann 92 Basisfunk-
tionen. In Tabelle 3.3 werden die Ergebnisse mit der Ebene-Wellen-Rechnung aus [89]
mit gleichem Pseudopotential und einer All-Elektronen-Rechnung mit Gaussian94 ver-
glichen. Die All-Elektronen-Rechnung wurde mit der ,aug-cc-pVTZ“-Basis durchgefiihrt,
die fiir das Dimer 184 Basisfunktionen enthalt und damit doppelt so groff ist wie die in
der Hybrid-Methode verwendete. Auch die beiden Referenzrechnungen wurden mit dem
BLYP-Funktional durchgefiihrt.

Alle drei Rechnungen stimmen in den Resultate gut iiberein, wenn man die Verschie-
denheit der Methoden und Né&herungen beriicksichtigt. Die einzigen Eigenschaften, die
merklich differieren, sind der Bindungswinkel und die Bindungsenergie der Wasserstoff-
briicke, die beide sehr sensible Merkmale des Wasser-Dimers sind [88]. Die Ergebnis-
se der Hybrid-Methode stimmen in einigen Punkten sehr gut mit dem All-Elektronen-
Resultat und in einigen Punkten mit dem Ebene-Wellen-Resultat iiberein. Auch die
BSSE-korrigierten Bindungsenergien der beiden Gauf-Funktions-Methoden liegen sehr
dicht beieinander, wogegen das BSSE-freie Ebene-Wellen-Ergebnis etwa 12% niedriger
liegt. Die Groe des BSSE in den Gau$-Funktions-Rechnungen gibt Aufschluf dariber,
welch groflen EinfluB die verschiedenen Basissitze auf die Ergebnisse haben. Eine Unter-
suchung dieses Einflusses findet sich auch in der Literatur [88].
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Abbildung 3.1: Rechenaufwand der wichtigsten Teilalgorithmen eines SCF-Zyklus in CPU-
Sekunden auf einer Cray J90 fiir verschieden groBe Systeme von Wassermolekiilen.

3.5.4 Skalierungsverhalten

In diesem Abschnitt sollen nun Rechnungen an Wasser in kondensierter Phase prisen-
tiert werden, die das Skalierungsverhalten der Hybrid-Methode wiederspiegeln. Um die
Rechnungen weniger aufwendig zu machen, wurden ein niedriger Cutoff von 100 Ry,
ein groBer Abschirmparameter von 1075 und eine minimale Basis mit finf Primitiven
gewihlt. Diese Wahl der Parameter ist zwar fiir eine physikalisch richtige Beschreibung
des Systems ungentigend, gibt aber in bezug auf das zu untersuchende Skalierungsverhal-
ten qualitativ dasselbe Ergebnis wie eine aufwendige, exakte Rechnung. Fiir die Studie
wurden Systeme mit 8, 16, 32, 64, 128 und 256 Wassermolekiilen simuliert, die durch
Aneinandersetzen von identischen 10x10x10 a.u. grofien Wiirfeln mit je 8 Molekiilen
gebildet wurden. Als Austausch-Korrelations-Funktional diente BLYP. Die Ergebnisse
sind in den beiden Abbildungen 3.1 und 3.2 dargestellt. Die verschiedene Programmteile

konnen in drei Gruppen mit charakteristischem Skalierungsverhalten unterteilt werden.

A

.

1632 64

128

256

Anzahl Wassermolekuele

Abbildung 3.2: Skalenexponenten der wichtigsten Teilalgorithmen eines SCF-Zyklus in CPU-
Sekunden auf einer Cray J90 fiir verschieden groBe Systeme von Wassermolekiilen. Der Skalen-
exponent d ist durch die Abhangigkeit des Rechenaufwandes Topy(INV) von der SystemgroBe
N definiert: Topy(N) o< N

Das ungiinstigste Skalierungsverhalten weist die Diagonalisierung der Kohn-Sham-Matrix
auf. Die O( NV?)-Abhingigkeit dieser Operation dominiert das asymptotische Verhalten des

CGesamtaufwandes!?.

So erfordert die Diagonalisierung beim System mit 256 Molekiilen
und 1536 Basisfunktionen bereits die Hilfte der gesamten Rechenzeit.

Es gibt zwei Operationen, deren Aufwand quadratisch mit der SystemgréBe skaliert:
die Berechnung der Dichtematrix aus den Koeflizienten der Wellenfunktion gemaf Glg.
(3.7) und die Aufstellung der Wechselwirkungslisten. Die Berechnung der Dichtematrix

erfordert nur sehr geringen Rechenaufwand und fillt selbst bei den groBten hier gewahlten

12Zum Zeitpunkt der in diesem Abschnitt beschriebenen Rechnungen wurde die Diagonalisierung mit
einer kommerziellen Routine durchgefiihrt, die keinen Gebrauch von der schwachen Besetzung der Ma-

trizen machen konnte. Die Diagonalisierung wurde daher mit den vollen Matrizen durchgefiihrt.
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Systemen nicht ins Gewicht. Die Aufstellung der Wechselwirkungslisten ist im Vergleich
dazu etwas aufwendiger, muB jedoch fiir jede Systemgeometrie nur einmal vollzogen wer-
den, da sich die Listen wahrend der SCF-Rechnung nicht &ndern. Daher beeinflufit dieser
Anteil die Gesamtrechenzeit kaum. Dennoch kénnte die Skalierung der Listenaufstellung
durch Ersetzen des verwendeten Algorithmus durch einen Suchalgorithmus mit Baum-
struktur auf O(Nlog(N)) reduziert werden.

Von wesentlich groBerer Bedeutung ist das Skalierungsverhalten der Berechnung der
Elektronendichte und der Matrixelemente des Kohn-Sham-Potentials, die den GroBteil
des Rechenaufwandes ausmachen. Denn im Gegensatz zu den dichteunabhiingigen Antei-
len der Kohn-Sham-Matrix, die fiir jede Geometrie nur einmal berechnet werden miissen,
miissen die dichteabhingigen Anteile in jedem SCF-Zyklus neu berechnet werden. Man
kann den Abbildungen 3.1 und 3.2 entnehmen, daf der Aufwand fiir die dichteunabhingi-
gen Anteile exakt linear und fiir die dichteabhéngigen Anteile mit einem Exponenten
etwas iiber eins skaliert. Die Ursache fiir die Abweichung von exakt linearen Verhalten
liegt im Einflufl der FFT-Anteile, die wie N log(N) skalieren.

Das Skalierungsverhalten des Gesamtrechenaufwandes ist fiir die Systeme mit bis zu
128 Wassermolekiilen nahe O(N). Fir noch groflere Systeme beginnt der Einflui der
O(N?)-Skalierung der Diagonalisierung signifikant zu werden.

In Bezug auf den Speicherbedarf gibt es im Programm zwei dominierende Objektgrup-
pen. Die erste davon bilden die FFT-Gitter, die fiir die Speicherung der Elektronendichte
und des Kohn-Sham-Potentials mit seinen Ableitungen und fiir die Integration der Matri-
xelemente dienen. Da die Grofle dieser Gitter sich nach der SystemgréBe richtet und die
Anzahl davon unabhingig ist, ergibt sich eine lineare Abhingigkeit des Gitteranteils am
Speicherbedarf von der Systemgrofe. Die zweite dominierende Objektgruppe wird von den
Matrixelementen der verschiedenen Anteile der Kohn-Sham-Matrix gebildet. Die Grofe
dieser Matrizen ist quadratisch proportional zur Anzahl der Basisfunktionen. Aufgrund
der verwendeten Abschirm-Algorithmen sind jedoch fiir grofie Systeme die meisten dieser
Matrixelemente null, da die entsprechenden Basisfunktionen raumlich zu weit auseinan-
derliegen um zu wechselwirken. So sind im Falle des Systems mit 256 Wassermolekiilen
98,5% der Matrixelemente null. Natiirlich hingt dieser Wert vom Abschirmparameter
ab, der in dieser Rechnung verhaltnisméafig grofl war. Aber auch in qualitativ hochwerti-
gen Rechnungen 148t sich die schwache Besetzung der Kohn-Sham-Matrix beobachten. In
der Implementierung der Hybridmethode werden deshalb die Matrizen nicht vollstindig
abgespeichert, sondern das sogenannte , Variable Blockzeilen“-Format (,,Variable Block
Row“,VBR)? fiir schwachbesetzte Matrizen benutzt. Damit wird der Speicheraufwand
fiir die Matrizen proportional zur Anzahl der Paare wechselwirkender Basisfunktionen

und damit proportional zur Systemgrofe.

13Das VBR-Format fiir schwachbesetzte Matrizen wird in Anhang C Abschnitt C.3 behandelt.
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3.6 Zusammenfassung des Kapitels

Es wurde in diesem Kapitel eine neue Dichtefunktional-Methode fiir Elektronenstruktur-
und Molekulardynamik-Simulationen vorgestellt, die in geeigneter Weise die Vorteile der
am hiufigsten gebrauchten Basissatz-Typen in sich vereinigt: Gaufifunktionen und ebe-
ne Wellen. Die Response-Funktions-Basissétze, die zur Darstellung der Wellenfunktion
dienen, basieren auf GauBfunktionen, wihrend die Auxiliarbasis, in der die Elektronen-
dichte entwickelt wird, aus ebenen Wellen besteht. Wie in reinen Ebene-Wellen-Ansitzen
werden Pseudopotentiale eingesetzt, um die inneren Elektronen zu ersetzen und dadurch
eine glattere Ladungsdichte zu erhalten, so da§ die Grofle der Ebene-Wellen-Auxiliarbasis
reduziert werden kann. Der Einsatz von Basisfunktionen vom GauB-Typ gestattet die
Verwendung der bewéahrten Techniken der Quantenchemie fiir die Auswertung der mei-
sten Beitrige zur Kohn-Sham-Matrix. Auf der anderen Seite wird durch die Darstellung
der Elektronendichte in ebenen Wellen die duflerst effiziente Berechnung der Coulomb-
und Austausch-Korrelations-Wechselwirkung méglich. Fir die Berechnung der Matrix-
elemente des Kohn-Sham-Potentials wurde eine gemischt numerisch-analytische Methode
entwickelt, die numerische Integration und Rekursion konsistent miteinander kombiniert.

Es wurden Testrechnungen an verschiedenen kleinen Molekiilen und dem Wasser-
Dimer (H;0); durchgefiihrt, um die Genauigkeit der Hybrid-Methode zu demonstrieren.
Eine Reihe von Rechnungen an Systemen von Wassermolekiilen diente der Untersuchung
der Abhingigkeit des Rechenaufwands von der SystemgroBe. Die Studie ergab, dafl die we-
sentlichen Teile des Algorithmus im Rechenaufwand etwa linear mit der Systemgrofie ska-
lieren, mit Ausnahme der Diagonalisierung der Kohn-Sham-Matrix. Die Systemgrofen, ab
denen das O(N®)-Verhalten der Diagonalisierung den Gesamtrechenaufwand dominiert,
liegt jedoch jenseits der hier betrachteten Beispiele.




Kapitel 4

GAPW-Modifikation der
Hybrid-Methode

4.1 Einleitung

Im vorigen Kapitel wurde die GPW-Hybrid-Methode eingefiihrt und deren wesentliche
Eigenschaften diskutiert. Dabei wurde deutlich, dafi die Anteile des Algorithmus, die die
Rechenzeit dominieren, die Operationen auf dem FFT-Gitter sind: zuerst die Berech-
nung der Elektronendichte und dann die Integration der Matrixelemente des Kohn-Sham-
Potentials. Trotz der Verwendung von Pseudopotentialen ist die benétigte Anzahl an
ebenen Wellen, die gleich der Anzahl der FFT-Gitterpunkte ist, insbesondere fiir die Ele-
mente der zweiten Periode und fiir Ubergangsmetalle noch relativ groB. Eine erhebliche
Steigerung der Effizienz der GPW-Hybrid-Methode kann also erreicht werden, wenn es
gelingt, die Methode so zu modifizieren, daf der erforderliche Ebene-Wellen-Cutoff, die
MaBzahl fiir die GréBe der Ebene-Wellen-Basis, reduziert werden kann.

In diesem Kapitel wird nun eine solche Modifikation der GPW-Hybrid-Methode be-
schrieben. Sie griindet sich auf die Konzepte der linearen ,,Augmented-Plane-Wave-
Methoden (APW,,Ergéinzte Ebene Wellen“) [55,20,56,57], insbesondere auf die Ideen, die
von P. E. Blochl in Referenz [90] entwickelt wurden. Im Gegensatz zu den existierenden
APW-Methoden wird im Rahmen der Hybrid-Methode das APW-Konzept nur auf die Au-
xiliarbasis angewandt. Die Methode wird deshalb mit der Abkiirzung GAPW (,,Gaussians
plus Augmented Plane Wave®) bezeichnet. Als Basis fiir die Wellenfunktion werden wei-
terhin ,,Response“-Basissitze mit GauB-Funktionen verwendet, so daf die variationellen
Parameter der Theorie weiterhin die Elemente der Dichtematrix in der ,Response“-Basis
bleiben. Verbessert wird durch die GAPW-Modifikation der Methode die Darstellung der
Elektronendichte, die sich nun aus mehreren Anteilen zusammensetzt, die zum einen in
»Response“-Funktionen und zum anderen in ebenen Wellen entwickelt werden. Dadurch

wird es moglich, einen Teil der Coulomb- und Austausch-Korrelations-Wechselwirkung

59
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analytisch zu behandeln. Der noch fiir die numerische Auswertung verbleibende Anteil in
ebenen Wellen kann, wie sich zeigen wird, mit einem erheblich niedrigeren Cutoff beschrie-
ben werden, so daf§ sich der erforderliche Rechenaufwand deutlich verringert. Das O(N)-
Skalenverhalten des Rechenaufwandes wird durch die GAPW-Modifikation der Hybrid-
Methode nicht verandert.

In den folgenden Abschnitten werden die Grundziige des APW-Ansatzes fiir die Auxi-
liarbasis der Elektronendichte und seine Implikationen fiir die dichteabhingigen Anteile
des Energiefunktional entwickelt. Daran anschlieBend wird die neue Form des modifizier-
ten Energiefunktionals, der Matrixelemente und der interatomaren Krafte diskutiert. In
weiteren Abschnitten wird eine Mehrgittermethode fiir die Berechnung der Dichte und
der dichteabhingigen Matrixelemente und Kréfte vorgestellt und Aspekte der Paralleli-
sierung des Programms behandelt. AbschlieBend werden Ergebnisse von Testrechnungen

dargestellt.

4.2 GAPW-Darstellung der Elektronendichte

Die Wellenfunktionen, und damit auch die Gesamtelektronendichte, eines molekularen Sy-
stems weist in verschiedenen rdumlichen Bereichen vollkommen verschiedene Eigenschaf-
ten auf. Wahrend sie in den Regionen der Bindungen und erst recht in grofer Entfernung
von den Atomkernen sehr glatt ist, weist sie nahe den Atomkernen starke Oszillatio-
nen auf. Dieser Sachverhalt betrifft in besonderem MaBe All-Elektronen-Rechnungen, ist
aber auch in Pseudopotentialrechnungen von Bedeutung, selbst wenn hier die am stirk-
sten oszillierenden, inneren Orbitale nicht auftreten. Der grundlegende Ansatz der APW-
Methoden ist daher die Unterteilung des Raumes in atomnahe Bereiche und den atomaren
Zwischenraum, mit dem Ziel, unterschiedliche Basisfunktionstypen fiir die unterschiedli-
chen Bereiche und deren Erfordernisse einzusetzen. Die starken Variationen in Kernnihe
beschreibt man mit Basisfunktionen, die orbitalihnlich sind, wohingegen die schwicher

variierenden Anteile im Atomzwischenraum in ebenen Wellen dargestellt werden.

Im Falle der PAW-Methode (,,Projector Augmented-Wave®, ,Projektor-erganzte Wel-
len“) von P. Blochl [90] setzt sich die Gesamtelektronendichte aus drei Anteilen zusammen,
die gemafl Abbildung 4.1 superponiert werden. Der erste Anteil 71 beinhaltet nur die wei-
chen Anteile der Dichte und wird in ebenen Wellen entwickelt. Im Atomzwischenraum I,
wo die Elektronendichte keine harten Anteile hat, wird diese durch den Ebene-Wellen-
Anteil korrekt beschrieben. In der Umgebung der Atomkerne muff der Ebene-Wellen-
Anteil jedoch um die harten Anteile der Elektronendichte erginzt werden. Dazu werden

fiir jedes Atom A zwei weitere Dichteanteile eingefithrt. Der erste, 71}, annihiliert den

) | .
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PAW:

3 Beitraege zur Elektronendichte:

Globale Dichte - weich - PW

il

=  Atomzentrierte Dichten - weich - Gauss-Fkin.

el

4 Atomzentrierte Dichten - hart - Gauss-Fkin.

il

Elektronendichte: n=n-n'+n'

Abbildung 4.1: Die Zusammensetzung der Elektronendichte gemaB der PAW-Methode von P.
Blochl.

weichen Ebene-Wellen-Anteil in der Umgebung des Atomkerns Uy
f(r) = 7l (r) firreUa, (4.1)
und der zweite, n}y, enthilt die korrekte, harte Elektronendichte in der Umgebung U,

n(r) =n4(r) firreUy. (4.2)
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Man beachte dabei, daf8 die Einzentrendichten n} und 7} nicht notwendigerweise inner-
halb der Atomumgebungen lokalisiert sein miissen. Man fordert jedoch, daB sie sich nur
innerhalb der Umgebungen U, unterscheiden, so dafl ihre Differenz dort lokalisiert ist

nhy(r) — f4(r) =0 firrel, (4.3)
und daf} die Atomumgebungen disjunkf sind
UsnNUg=0 firalle A#B. (4.4)

Die Elektronendichte schreibt sich dann

n=n—n!'+n! (4.5)
mit
n' = A (4.6)
A
al="ny. (4.7)
A

Die Frage nach der Konstruktion der weichen Dichte und der Einzentrendichten
soll hier zunichst zuriickgestellt werden. Die beiden folgenden Abschnitte befassen sich
mit den Modifikationen, die das Energiefunktional durch die Einfithrung der GAPW-
Darstellung der Elektronendichte (4.5) erfahrt.

4.3 GAPW-Austausch-Korrelations-Funktional

Der zentrale Aspekt der hier vorgestellten Zerlegung der Elektronendichte in Ebene-
Wellenanteil und Einzentrendichten ist, daB keine der Teildichten auf eine Lokalisierungs-
region beschrinkt ist, sondern alle Dichten im gesamten Raum definiert sind. Dadurch
entfallt die Notwendigkeit, an den Grenzflichen zwischen den Regionen Anschlufibedin-
gungen fiir die Basisfunktionen aufzustellen, um einen stetigen Ubergang zu garantieren.
Eine strikte raumliche Trennung der Dichteanteile ist aber dennoch mdoglich, da jeweils
die Kombination zweier Dichteanteile entweder nur innerhalb der Atomumgebungen Uy

oder innerhalb des Zwischenraums I lokalisiert ist:

n(r)—i(r)=0 firrel
ny(r)—a4(r)=0 firrel
A(r)—a4(r)=0 fiirre Uy
n(r)—nh(r)=0 firreUy. (4.8)
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Die Méglichkeit der riumlichen Aufteilung der Elektronendichte 1aBt sich besonders ele-
gant fiir die Separation der Beitrige zum Austausch-Korrelations-Funktional ausnutzen,

wenn es sich um eines der iiblichen semi-lokalen Funktionale der Form
Excln] = /drFxc(n(r), |[Vn(r)]) (4.9)

handelt, wie sie fiir diese Methode verwendet werden. Man kann solch ein Funktional in

den Anteil innerhalb und auBerhalb der Atomumgebungen zerlegen'

BExcln] = Exc[nlrl + Y Exclnlu,]

= Exclall] + ) Excln'|u,] - (4.10)

Durch Hinzufiigen von Termen, die sich gemaf den Glgn. (4.8) gegenseitig aufheben, zur

rechten Seite der letzten Gleichung kann dies umformuliert werden zu

Exc [’FI|[] + Z EXC{nllUAl

= Exclil] + ) | Excln'|u,]
A

+ Y Bxclilu,] — Exclit'lu.] (=0)

— Exc[n'|1] + Exc[n'[1] (=0)

= Bxcli] — Y Exclith] + Y Exclrl] - (4.11)
A A

Das Ergebnis lautet also:

Excln] = Excl[f] - XA: Exclfiz] + ZA: Exclny] (4.12)

Damit hat man eine Separation des Austausch-Korrelations-Funktionals erreicht, die den
Dichteanteilen entspricht, in der aber die zuvor willkiirlich eingefiihrten Lokalisierungsre-

gionen nicht mehr auftreten.

IDie Notation f|y bezeichnet die Einschrénkung des Definitionsbereiches der Funktion f auf das

Gebiet U
f(r) firreU
. {

0 firrg U
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4.4 Die GAPW-Coulomb-Energie

Das Hartree-Funktional weist im Vergleich zum Austausch-Korrelation-Funktional den
wesentlichen Unterschied auf, dal es sich um ein nicht-lokales Funktional handelt. Un-
abhingig davon wo die Anteile einer Ladungsverteilung lokalisiert sind, wechselwirken
sie miteinander, so dafl eine Separation der Coulomb-Energie nicht in der gleichen Wei-
se wie bei der Austausch-Korrelations-Energie erfolgen kann. Das Funktional, das die
Coulomb-Energie des Systems der Elektronen und Ionenriimpfe definiert, hat mit der
GAPW-Darstellung der Elektronendichte die Form?

Euln+n%| = Eu | 84 nj—dy+nf |, (4.13)
A

wobei n4 die in U4 lokalisierte Ladungsverteilung des Ionenrumpfes von Atom A bezeich-
net. Um trotz der Nicht-Lokalitdt des Hartree-Funktionals eine Separation der verschiede-
nen Anteile zu erhalten, kann man sich die Tatsache zunutze machen, dafl die Wechselwir-
kung disjunkter Ladungsverteilungen durch deren Multipolmomente beschrieben werden
kann. So ist die Wechselwirkung der Einzentrendichten n} — it} +n% verschiedener Atome
unabhingig von deren tatsichlicher Ladungsverteilung nur durch ihre Multipolmomente
definiert. Wiren alle Multipolmomente einer Einzentrendichte identisch null, gébe es kei-
nerlei Wechselwirkung mit anderen Einzentrendichten. Diese Feststellung fiihrt direkt zu
dem Ansatz, der hier fiir die Separation der Beitrige zum Hartree-Funktional verwendet
wird: Durch Einfithrung von Gaufl-Ladungen

= Qi gt (4.14)
em

die innerhalb der Atomumgebungen U, lokalisiert sind und die gerade die Multipolmo-

mente g™ der Dichte n} — i} + n4 zu null kompensieren
mny — Ay +nj], (4.15)

werden die Einzentrendichten elektrostatisch entkoppelt, so dafl die Coulomb-Energie in
einen globalen Term und zwei Einzentrenterme zerfallt.
Nach Einfiihrung der Kompensationsladungen n% kann man die Coulomb-Energie des

Systems schreiben als

Eyln+ nz] = By

A4n®+ Y (nh+nG—al—nl)| . (4.16)
A

Im folgenden soll bewiesen werden, dafl dieser Ausdruck unter Einbeziehung der Bedin-

?Die Notation Ey[n] steht fiir das Hartree-Funktional

Fuln] = %//drdr'n(r)n(rl)

v — x|
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gung
fifr) = i4(r) firr e Uy (4.17)
dquivalent ist zu:
Eyln +n? = Ex[f +n°+ 5 Enlrnl +n%] — Eu[it} + nY] (4.18)
A
r Dazu bilden wir zunéchst die rdumliche Aufteilung der Ladungen in die innerhalb der

Atomumgebungen Uy und die im Zwischenraum [ lokalisierten:

na = fly, +nj + [0} +n% — il —nil
nr= T~L|1
=@ +n". (4.19)
Letzteres gilt, weil n°|; identisch null ist und sich daher ohne EinfluB zu n; addieren 1a8t.
Nun folgt:

EH[n+nZ] = EH |:n1 +Zn,4:|

A
= Fu [nf] + Fu Iiz nA} + /VH [Z HA] ny
A A
= Ey [n1]
+ / Vi [Z HA] nr
A
+ ) Vhlnalns
AB
A#B
+ Z EH [nA] . (420)
A
Diese vier Terme sollen nun einzeln untersucht werden. Der erste mufl nur umformuliert
werden zu
Eu [ng] = B [(7 +n°)1] . (4.21)
und Vy[n] fiir das Hartree-Potential
Valn](r) = /dr, l:(_rgq #
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Beim Umformen des zweiten Terms benutzt man die Lokalitat der Multipol-kompensierten

Einzentrenpotentiale
Vilny +n% — iy — nd] lrevw, =0 (4.22)

Man erhalt dann
/VH {ZTM] ny = Z/VH [ﬁA] ny
4 A
- Z/VH [mh+nd—ia—nd] G+ (=0
+Z/VH [+ n)u,] (R +n%)|;
= /VH [+ )] Y (i +n°)lu, - (4.23)

Der dritte Term aus Glg. (4.20) beinhaltet die Zweizentrenterme, zu deren Umformung
im wesentlichen immer wieder Glg. (4.22) ausgenutzt wird. Es folgt mit A # B

Valnalns = Vi [Alu, +n%] (flus + np)

+Valny +nf — iy — nGl(np +nf — g —np) (=01

+Via[ny +n% — 2y — 0% (Rlu, +n3) (=01
+Ving +nf — fip — ng] (Alu, +n%) (=0
= Vi [filv, + n%] (filvs +n3) - (4.24)

Nun sind noch die Einzentrenterme aus Glg. (4.20) zu behandeln. Unter Verwendung der
Bedingung (4.17) erhalt man hier

Eylna) = By [Alv, +n}] + Enlny + nj] + Bulf) + n}]
+ [Val 4 n] Gilo, +0 =y =) (= 0)
~/Wﬁm+ﬂﬂﬂ+ﬂ)
= By [filv, +n%] + Bulny +n3] + Euli) + nj]
— [ Vi il 3] -+ (425
Der letzte Term kann ebenfalls mit (4.17) umformuliert werden:

— [ Va il + ] 3 + ) = —2Bufol + %) (4.26)
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und man erhalt den Einzentrenterm
Bulnal = Bu [lu, +n%] + Balnk +n%] - Bulih +n9] (4.27)

Setzt man nun die vier Anteile (4.21), (4.23), (4.24) und (4.27) in Glg. (4.20) ein, erhalt
man das gesuchte Resultat

Euln + n%] = Ex[s +n°) + Z Eulnl + n%] — Eg[d} +nY] .
A

Die Separation des Hartree-Funktionals in die verschiedenen Terme beinhaltet noch einen
entscheidenden Makel. Die Kompensationsladungen n9 sollen zusammen mit der Elektro-
nendichte in ebenen Wellen entwickelt werden, um den nicht-lokalen Term des Hartree-
Funktionals im reziproken Raum auszuwerten. Auf der anderen Seite miissen sie innerhalb
der Umgebungen Uy4 lokalisiert sein. Dies bedeutet aber, daf§ die Exponenten der Gauf-
Funktionen, die die Kompensationsladungen darstellen, entsprechend groB sein miissen,
mit der Konsequenz, daff zu ihrer Entwicklung in ebenen Wellen ein relativ hoher Cutoff
nétig ist. Dies steht in klarem Widerspruch zur Annahme, da der nicht-lokale Anteil
des Hartree-Funktionals mit einem niedrigen Cutoff beschrieben werden kann, und stellt
somit den bisherigen Ansatz in Frage. Der Ausweg aus diesem Dilemma besteht in der
Einfithrung eines weiteren Satzes von Kompensationsladungen

A% =Y QF i, (4.28)

tm

diesmal mit einem kleinen Exponenten in den Gauf-Funktionen g™, so dafl gewihrleistet
ist, dal die Kompensationsladungen 7% mit demselben niedrigen Ebene-Wellen-Cutoff
beschrieben werden koénnen wie die weiche Dichte fi. Der nicht-lokale Anteil des Hartree-
Funktionals mu dementsprechend modifiziert werden:

Eyli + n° = Ex[i + 7°)
3 / Via[n® — 7% 72 (4.29)

+ Eu[n®) — Enli°]

Der Term Eg[@ + 7°] erfiillt nun die Anforderungen fiir eine effiziente Berechnung im

reziproken Raum. Die neu hinzukommenden Terme sind Drei- und Zweizentrenterme,

kdnnen aber ebenso wie die Einzentrenterme analytisch ausgewertet werden. Das dazu
notige Vorgehen wird in Abschnitt 4.6 diskutiert.




68 KAPITEL 4. GAPW-MODIFIKATION DER HYBRID-METHODE

4.5 Konstruktion der GAPW-Dichte

Die in den vorangehenden Abschnitten formulierten Ansétze und die daraus abgeleiteten
Funktionale gelten ganz allgemein und machen keinen Gebrauch von der expliziten Form
der Einzentrendichten. Es wurde auch noch keine Aussage dariiber gemacht, ob und wie

die Dichteanteile 71, n! und 7! mit den gewiinschten Eigenschaften

=ak(r) firr € Ua
(r) firre Uy
nk(r) = 24 (r) firrel (4.30)

erhalten werden kénnen. In diesem Abschnitt soll daher nun gezeigt werden, wie man die
Dichten 7, n! und #! im Rahmen der GAPW-Methode konstruiert.

Zur Konstruktion der weichen Dichte 7i miissen die harten, stark oszillierenden Anteile
der Dichte n eliminiert werden. Im Rahmen der Hybrid-Methode ist diese durch ihre

Darstellung in den ,Response“-Funktionen ¢, definiert

L Z Pupups -
v
Das oszillatorische Verhalten der Elektronendichte ist daher durch das Verhalten der Ba-
sisfunktionen vorgegeben. Im Falle der ,Response“-Basissitze sind die Basisfunktionen
Atomorbitale und deren Ableitungen aus All-Elektronen- oder Pseudopotentialrechnun-
gen. Es wurde bereits darauf hingewiesen, daf$ die Orbitale wegen des Verlaufs des Kern-
bzw. Ionenrumpf-Potentials in der Ndhe der Atomkerne immer starker werdende Oszil-
lationen aufweisen, dafl es also die kernnahen Bereiche sind, die die harten Anteile der
Basisfunktionen enthalten (siehe auch Abb. 4.2). Auf der Ebene der primitiven Gau$-
Basisfunktionen hat dieser Sachverhalt seine Entsprechung darin, daff die Primitiven, je
naher sie am Kern lokalisiert sind, immer steiler werden, und damit einen immer hoher-
en Cutoff fiir die Entwicklung in ebenen Wellen benétigen®. FEine einfache, aber sehr
effiziente Methode, die Basisfunktion zu glatten, ist es daher, die hirtesten primitiven

Gauf-Funktionen aus der Linearkombination

Pu = Z Conulm
m

die die Basisfunktion beschreibt, zu eliminieren, indem man die entsprechenden Entwick-

lungskoeflizienten Cy,, gleich null setzt. Die geglattete Basisfunktion ¢, hat dann die

3siche Abschnitt B.4 Anhang B
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| \ ................... Atomorbital

Abbildung 4.2: Ein typisches Atomorbital. Die Harte der Funktion nimmt mit abnehmendem
Abstand zum Atomkern zu.

Form
Py = Zcmugm (4~31)

mit

Crp=0 firm=1,..,k

Cop = Crap firm=k+1,..,Np, .

Die Anderung betrifft dann nur das Lokalisierungsgebiet der eliminierten Primitiven um
den Atomkern (siche Abb. 4.3)*. Wenn man nun eine Dichte definiert, die statt der harten

Basisfunktionen ¢, die weichen Versionen ¢, verwendet

=73 Pu@ufy (4.32)
ny

kann diese Dichte entsprechend der urspriinglichen Absicht mit einem wesentlich niedri-
geren Cutoff G, in ebenen Wellen entwickelt werden

i = % ) (G (4.33)

G<Ge

4Strenggenommen haben zwar alle Gaufifunktionen unabhingig von ihrem Exponenten ein unbe-
schrinktes Lokalisierungsgebiet, in der Praxis kann aber wegen des exponentiellen Abfalls der Gauf-
funktionen ein Lokalisierunggebiet unter Vorgabe einer Toleranzgrenze fiir den Funktionswert definiert
werden. Derart definierte Gebiete sind auch gemeint, wenn im Text die Atomumgebungen U im Sinne

von Lokalisierungsregionen verwendet werden.
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——————————— — Atomorbital
............... Geglaettetes Orbital

Abbildung 4.3: Original-Basisfunktion ¢ und geglattete Basisfunktion @ im Vergleich.

Dariiberhinaus ist unmittelbar klar, da$ die weiche Dichte die Bedingung
n(r) = i(r) firrel

erfiillt, wenn man die Atomumgebungen U, als die Gebiete definiert, in denen die Basis-
funktionen % und ¢ am Atom A voneinander abweichen, und I = R®\ |J, Us. Aus der
Bedingung (4.4) ergibt sich dann ein Kriterium fiir die Anzahl der Primitiven, die bei der
Gléttung der Basisfunktionen eliminiert werden kénnen. Beginnend mit der Primitiven
mit dem gréften Exponenten, die am steilsten und am stirksten lokalisiert ist, kénnen
sukzessive die Primitiven mit kleineren Exponenten eliminiert werden, solange deren Lo-
kalisierungsgebiet klein genug ist, um die Uberlappung mit anderen Atomumgebungen

vernachlassigen zu konnen.

Vergleicht man die Entwicklungen der Originaldichte und der weichen Dichte in den
primitiven Basisfunktionen

= Z OmuPprnu 9m gn (434)
prmn

n = Z émypuuénu am gn » (435)
prmn

so zeigt sich, daB die Methode der Eliminierung von Primitiven dazu fiihrt, da8 die Ko-
efizientenmatrix C'm#P,“,C'n,, der weichen Dichte eine Submatrix der originalen Koeffizi-
entenmatrix ist. Alle Matrixelemente, deren Zeile oder Spalte zu einer der eliminierten,
harten Primitiven gehort, sind identisch null.
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Nachdem nun die globale weiche Dichte 7i definiert ist, ergibt sich das Vorgehen zur
Konstruktion der Einzentrendichten n! und #! direkt aus den Bedingungen (4.30), nach
denen die Dichten n! und 7! lokal den globalen Dichten n und 7 entsprechen miissen, und
der Vorgabe, daB8 die Einzentrendichten an einem Atom nur mit Basisfunktionen gebildet
werden, die dort zentriert sind. Das Vorgehen soll hier zunéchst fiir die Einzentrendichte
n! erlautert werden, und dann auf 7! {ibertragen werden.

Um eine Dichte n}; am Atom A zu erhalten, die in der Atomumgebung U, der Ge-
samtdichte®

n= Z Pupups
v
gleicht
ny(r) ~n(r) firreUs, (4.36)

muB man die Basisfunktionen ¢, in der Umgebung U4 durch Basisfunktionen am Atom
A wiedergeben kénnen. Wenn man Funktionen x, mit den Basisfunktionen am Atom A
bilden kann, so daf gilt

Xu(r —Ra) m pu(r) firreUy, (4.37)

dann kann man damit eine Einzentrendichte
=Y Ptk (4.38)
p

definieren, die Glg. (4.36) erfiillt. Das Problem ist damit auf die Ebene der Basisfunktionen
verschoben worden. Fiir die Konstruktion der Funktionen x, am Atom A lassen sich die
Basisfunktionen ¢, in zwei Gruppen teilen. Die erste Gruppe bilden die Basisfunktionen
©a, die am Atom A selbst zentriert sind. Diese kénnen exakt wiedergegeben werden, wenn
man fiir die Konstruktion der Funktionen y die Basisfunktionen ¢, selbst

Xa = Pa

oder die Primitiven, die in ¢, enthalten sind
Xa = anaga = Ya ,
a

benutzt. Die zweite Gruppe bilden die Basisfunktionen ¢, die an anderen Atomen zen-
triert sind. Thr Beitrag zur Dichte in der Umgebung U4 ist wesentlich geringer als derjenige
der ersten Gruppe, da er nur aus den eher flachen, glatten Auslaufern der Basisfunktionen

besteht. Diese glatten Anteile erfordern keine besonders variable Basis. Dennoch sind die

5Hier und im folgenden sollen Indices p, v, m und n fiir Funktionen an beliebigen Zentren stehen,

wohingegen o, §, @ und b Funktionen am Zentrum der Einzentren-Entwicklung bezeichnen
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kontrahierten Basisfunktionen am Atom A eher schlecht geeignet, diese glatten Anteile
wiederzugeben, da sie gerade in der Umgebung Uy ein oszillierendes Verhalten aufweisen.
Dagegen weisen die unkontrahierten primitiven Gauf-Funktionen solch ein Verhalten nicht
auf. Insbesondere die flachen Primitiven mit kleinen Exponenten sind sehr gut geeignet,
diese Anteile zu beschreiben.

Die primitiven GauB-Funktionen g, der Basisfunktionen am Atom A sind also fiir die
Einzentren-Entwicklung aller Basisfunktionen ¢, die am besten geeigneten. Der Ansatz
fiir die angenéherten Basisfunktionen x, lautet daher

Xu= Y Club - (4.39)

Die Koeffizienten C;, miissen nun so bestimmt werden, da Glg. (4.37) moglichst gut
erfiillt ist. Wie bereits diskutiert wurde, sind die Koeflizienten fiir die Einzentren-Nihe-
rung der Basisfunktionen am selben Atom identisch mit den Koeffizienten der Basisfunk-
tionen

B = (4.40)

und es gilt

S = i (4.41)
Die Koeffizienten C; ,, die Basisfunktionen von anderen Zentren beschreiben, werden im
Stile der PAW-Methode (,Projector Augmented Wave“) von P. Blochl durch Projekti-
on der Basisfunktionen ¢, auf die Primitiven g, am Atom A bestimmt. Eine mdgliche
Realisierung der Projektion soll hier kurz dargestellt werden.

Man erzeugt zunéchst eine Projektorbasis {p,} fiir jedes Atom A. Diese Basis dient
dazu, Funktionen auf die Primitiven der atomaren Basis zu projezieren, so daf die Pro-
jektion auf die Atomumgebung U4 beschrankt bleibt. Es soll sich darum um eine Menge
von Projektoren {p,} handeln, deren Lokalisierungsgebiet gerade die Atomumgebung Uy
abdeckt, damit die Projektion der Basisfunktionen nur dort erfolgt. Das Ziel ist, wie be-
reits erwahnt, nicht die Basisfunktionen als Ganzes zu entwickeln, sondern nur den Aus-
schnitt, der in der Umgebung U4 liegt. Die Projektoren sollten den Funktionenraum, den
die Primitiven der atomaren Basis in U4 aufspannen, méglichst vollstindig beschreiben
und miissen eine nicht-singulire Uberlappmatrix mit den Primitiven am Atom A haben.
Projeziert man die Basisfunktionen mittels der Projektoren, erhilt man dann

(pslew) =Y Cllpelga) , (4.42)

wobei man das gewiinschte Resultat

pu(r) = Z Cou9a(r) firreUy
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eingesetzt hat. Die gesuchten Koeffizienten Cj, erhalt man durch Invertierung von (p|g):
Gl = D _{plo)a (pele) - (4.43)
b

Zur Vereinfachung der Notation kann man noch neue Projektoren

ol = plg)at (pl (4.44)

definieren, so da8 sich die Koeffizienten als Uberlappintegral der neuen Projektoren mit

den Basisfunktionen schreiben lassen

Cau = (Palu) - (4.45)

Ganz analog zur Gesamtelektronendichte

= Z Puoupy

v
= Z Z CmuPu,uCnugmgn

mn  pv

lassen sich nun die Einzentrendichten n} formulieren:

=
N
|

A= PuxuXs
pv

>N ClLPLCg.0

abEA pv

(4.46)

Die Einzentrendichten erfiillen nun naherungsweise die Bedingung
nh(r)~n(r) firrely.

Die Qualitat der gemachten Naherung ist aus den oben genannten Griinden sehr gut und
der enthaltene Fehler wirkt sich, wie die in spéteren Abschnitten dokumentierten Tests
zeigen, kaum aus. Dariiberhinaus ist diese Naherung teil der Definition des Energiefunk-
tionals, so daB alle Ergebnisse konsistent mit ihr erhalten werden.

Entgegen der formellen Analogie der Gesamtdichte und der Einzentrendichten, gehen
in die letzteren nicht alle Basisfunktionen und Dichtematrixelemente ein. Die Summe in

(4.46) erstreckt sich namlich nur formal iiber alle Paare p,v. Tatséchlich sind an der
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Dichte n}, nur diejenigen Basisfunktionen beteiligt, die mit den Projektoren am Atom A,
das heift mit der Atomumgebung U, iiberlappen. Die Einzentrendichten sind also nicht
nur in bezug auf ihre riumliche Ausdehnung, sondern auch in bezug auf die eingehende
Information lokale GroéBen, mit der wichtigen Konsequenz, daB der Aufwand zu ihrer
Berechnung unabhingig von der SystemgroBe ist.

In gleicher Weise wie die Einzentrendichten nl; kann man auch die weichen Einzentren-
dichten

ﬁh = Z Pul/iu)?v (4-47)

72

mit

Xu = Z éelzp. Go (4'48)

a
konstruieren. Auch hier lassen sich die Einzentrenentwicklungen ¥, der Basisfunktionen
@, an einem Zentrum A in zwei Gruppen teilen: diejenigen von Basisfunktionen, die am

selben Atom zentriert sind und die iibrigen. Die erstgenannten sind wiederum exakt
Xoa=¢a (a€A4), (4.49)
und die Koeflizienten sind identisch mit den Koeffizienten der Basisfunktionen
6 = G
Die Einzentrenentwicklungen der Basisfunktionen anderer Atome kénnten wiederum
durch Projektion bestimmt werden. Dies ist jedoch gar nicht nétig. Da die harten und
weichen Basisfunktionen auBerhalb ihrer Atomumgebungen Uy iibereinstimmen

eu(r) = @u(r) firr ¢ Um ,

und die Atomumgebungen nicht iiberlappen, stimmen auch die Anteile der harten und
weichen Basisfunktionen iiberein, die in die Atomumgebung des Atoms A hereinreichen,

in der sie entwickelt werden
pu(r) = @u(r) firre Usy,A# M . (4.50)

Dadurch stimmen auch die entsprechenden harten und weichen Einzentrenentwicklungen

tiberein

Xu = Xu
Cr: =C,, fir A# M . (4.51)
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Die Koeffizienten C} , miissen also nicht durch eine weitere Projektion bestimmt werden,
sondern kénnen von der Einzentrenentwicklung der harten Basisfunktionen iibernommen
werden.

Weiterhin folgt daraus, dafl die harten und weichen Einzentrendichten

ny =33 CiPuCiduge (4.52)
ab€EA pv

ay=>_ Y C.PuClLag (4.53)
ab€A pv

nur innerhalb ihrer Atomumgebung voneinander abweichen, so wie es in Bedingung (4.30)

gefordert war.

Damit ist es nun gelungen, die in (4.5) postulierte GAPW-Darstellung der Gesamtdichte

n=n-—n+n

zu konstruieren. Es stehen nun mit der LCAQ-Darstellung

i Z Puvpupy

py

und der GAPW-Darstellung

=222 D CouPuCiugag (4.54)
A

abEA pv

+ Z Z z C:wa_pCé,,gagb
A

abEA pv

zwei dquivalente Darstellungen der Elektronendichte zur Verfiigung, die es erlauben, die
verschiedenen Beitrige zum Kohn-Sham-Funktional (3.23) aus Abschnitt 3.1 mit den Mo-
difikationen der vorangehenden Abschnitte in der jeweils effizientesten Weise auszuwerten.

4.6 Das Energie-Funktional in der GAPW-Form

An dieser Stelle sollen nun die Modifikationen der GPW-Hybrid-Methode zusammenge-
faBt werden, die sich aus dem APW-Ansatz fiir die Auxiliarbasis (GAPW,,Gaussians
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plus Augmented Plane Waves“) der Elektronendichte ergeben. Das neue, die Methode
definierende Energiefunktional lautet®

B = B () + 57 (Rl
= e ({Ra}) + B ({Ry))

Uberlapp
+Er[n] + Evee [n]
+Eylit + 7°]
—Ey[i°] + Euln’] + / Valn® — 7% 7 (4.55)

+ 3 { Bulny +n%] — Eufi} +n9] }
A

+Exc[n)

+ { Bxclnl] - Bxcli}] }
A

Die Terme sind im Einzelnen:

Die Selbstwechselwirkung der Gaufischen Ladungsverteilung der Ionenriimpfe:

B ({Ra}) = Z3ay" (4.56)

S

mit der effektiven Ionenrumpfladung Z, und dem Exponenten ofF der GauB-Funktion,
die die Ladungsverteilung beschreibt.

Die Uberlappwechselwirkung der Ionenrumpfladung:

lon ion ({RA})

Uberlapp

= Zala N R4 — Ry —il|
Z Z Ra—Ru —il| il (1 af (\/(aﬁP)—z T (ai?)*)) > (4.57)

A<A i

wobei 1 wieder die Einheitsvektoren der periodischen Einheitszelle sind.

Zur Aufteilung der Beitrage zur lIonenrumpfwechselwirkung gema8 der Ewald-Methode siehe Kapitel
1 Abschnitt 1.2.5.
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Die kinetische Energie:

Er[n] = Z Pu (el ()] = |sau (r) - ' (4.58)

Die Pseudopotentialenergie:

EPP[n] = Z P;w <‘Pu | lc}:f(r) |‘P

ny

+Y° Pu(eh ()] VT (e, ) [0 () - (4.59)

v

Die bis hierher genannten Anteile haben sich im Vergleich zum urspriinglichen GPW-

Hybrid-Ansatz nicht geandert.

Der nicht-lokale Anteil der Coulombenergie:

0 (A +7)"(G) (7 +°)(G)
Ey[n +n°] = 4rQ) 5
P

(4.60)

In diesem Anteil erscheint nun die weiche Dichte statt der Gesamtdichte. Der daraus
resultierende Gewinn an Effizienz bei der Berechnung der Ebene-Wellen-Darstellung der
Dichte und bei der Integration der Matrixelemente und Kréfte iiberwiegt bei weitem den

Zusatzaufwand durch die neu hinzukommenden Terme.

Der Dreizentrenanteil der Coulombenergie:

[l =15 = 5 [ [arara )fj|)"(f) (4.61)

Da die Ladungsdichten n% und 79 dieselben Multipolmomente haben, ist das Potential
der Differenz beider Ladungen strikt lokalisiert. Die auftretenden Dreizentrenintegrale
betreffen daher nur die Basisfunktionen in unmittelbarer Umgebung des Atoms A. Das
Vorgehen bei der analytischen Integration entspricht demjenigen bei der Integration des

Fehlerfunktionsanteils des lokalen Pseudopotentials.”

Der Zweizentrenanteil der Coulombenergie:

Bu[n®] - Ex[") =) 5 / /drd PG () — AG(0AL () (4.62)

AA

|r =l

7siche Abschnitt 3.3 in Kapitel 3
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Auch dieser Anteil beschreibt eine sehr gut lokalisierte Wechselwirkung. Der Grund dafiir
ist wie bei den Dreizentrentermen die kurze Reichweite des Potentials Vj;[n% — 7Y], wie
man nach der Umformulierung Eg[n®] — Ey[i®] = AZA'% JValnG — 79] (n% + #%) er-
kennen kann. Die auftretenden Zweizentren—Coulomb:Integrale bilden einen Spezialfall.
Es kann némlich fiir alle harten und weichen Kompensationsladungsdichten jeweils ein
einziger Exponent, unabhingig vom Atom, gewihlt werden. Dies vereinfacht die Rekursi-
onsalgorithmen fiir die analytische Integration erheblich und bewirkt, zusammen mit der
begrenzten Reichweite der Wechselwirkung, daf8 dieser Anteil nur wenig zum Rechenauf-
wand beitragt.

Die Einzentrenanteile der Coulombenergie:

Y Bulny+nbl=Y %/ / ey Pt 1) ()(n) + nf) () (4.63)
A A

e —r'|

Y Bl +ni= Y2 / / e PO ) e
A A

r—r'|
In den Coulombintegralen fiir diese Anteile treten zwar Quadruple von Basisfunktionen
auf, so daB der Rechenaufwand wie M* mit der Anzahl M der primitiven Basisfunktio-
nen am jeweiligen Atom skaliert. Jedoch handelt es sich um reine Einzentrenintegrale,
deren Anzahl pro Atom konstant ist, und deren Gesamtzahl daher linear mit der Grofie
des Systems wéchst. Dariiberhinaus sind die Integrale iiber die Primitiven Funktionen un-
abhingig von der atomaren Konfiguration, so da8 sie im voraus berechnet werden kénnen.
Wéhrend der SCF-Prozedur miissen dann nur noch die Kontraktionen mit den Koeffizi-

enten der projezierten Basisfunktionen x, und X, ausgefiihrt werden.

Der globale Anteil der Austausch-Korrelations-Energie:

Excld]= ) exc(h)(R)#(R), (4.65)
ReQpFT
mit dem Ortsraum-FFT-Gitter Qppr. Dieser Anteil entspricht wieder dem globalen
Austausch-Korrelations-Term im urspriinglichen Energiefunktional, nun mit der Dichte
n statt n.

Und schliefllich die Einzentrenanteile der Austausch-Korrelations-Energie:

Z Exc[n}] = z ‘/‘draxc(nh)(r) ny(r) (4.66)

und

Y Exoliy] =Y /drexc(ﬁ;)(r) al(r) . (4.67)
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Die Berechnung dieser Terme ist analog zu einer nicht-sparischen Rechnung isolierter
Atome. Zur ihrer Integration gibt es sowohl analytische [91] als auch numerische Verfahren.
Wegen des giinstigeren Verhiltnisses von Genauigkeit zu Rechenaufwand wurde fiir die
Implementierung eine numerische Integration auf spirischen, atomzentrierten Gittern [92—-
94] gewahlt.

4.7 Matrixelemente in der GAPW-Formulierung

Durch die mit der APW-Auxiliarbasis fiir die Elektronendichte eingefiihrten Dichten n!,
7!, n° und 7° ist die Kopplung der Basisfunktionen und die Abhangigkeit der Energie von
den Dichtematrixelementen wesentlich komplexer und undurchsichtiger geworden. Impli-
zite Abhéngigkeiten durch die Projektion der Basisfunktionen fiir die Einzentrendichten
sind hinzugekommen. Aus diesem Grund werden in diesem Abschnitt die Matrixelemente
der Kohn-Sham-Matrix entwickelt und dargestellt. Die Matrixelemente kénnen aus dem

Energiefunktional durch die Beziehung

(Hxs) E* (4.68)

w = dP,
abgeleitet werden. Im Fall der Anteile an der Gesamtenergie, die nur implizit iiber eine
der Dichten von der Dichtematrix abhdngen, muf} eine Funktionalableitung vorgenommen

werden
d
i ——E[n,Vin,...]
= I SE[n,Vn,...] dn(r)
=] T ) apﬂ,
9E[n,Vn, 9E[n,Vin,...] on(r)
= 2 e S 4.69
/dr{ nr) ZV vt }apw 6%
Die Abhingigkeit der verschiedenen Dichten von der Dichtematrix ist meist trivial
on(r
To = el
on(r . 5
= 50500
Ony(r) _
—B"EV— = Xu(r)xu(r)
onl (r) 5

—(‘3—1’,;,,— = Xu(r)Xu(r)

an, m .
7al0) _ $° gt () o [xuxe — o)
oP,, -
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anA(l') Z ~fm

ga (r) q XMXV - )‘Zuiv] . (470)

Dabei bezeichnet q“"[] die elektrischen Multipolmomente, und Xu bzw. X, wie in Glgn.
(4.39) und (4.48) die Einzentrenentwicklung der Basisfunktionen ¢, bzw. 3, am Atom
A. Die letzten beiden Gleichungen folgen aus Glg. (4.15).

Die Funktionalableitungen der Beitrige zur Coulomb-Energie nach den verschiedenen
Dichten sind

) 50 5 -0
Falr )EH[n—f—n] (T )EH[n-I-n]—VH[ n°](r)
JTQ‘EEHWJ = Vaaln%)(r)
) _o
e )EH[n 1= Vala%)(r)

M‘zr) ( / Valn® — 7] n) = Vigln® — #%](x)

2 (/ VR ) - —a% (vt = 15) = vagalco)

5 .

= Vu [ﬁ; +n%](r) . (4.71)

)
8 (r)

Die entsprechenden Ableitungen fiir die Terme der Austausch-Korrelationsenergie sind

== Exc[f] = Vxclfi](r)

dn(r)
ey Prclmh] = Vaelndl(e)
s Exelad] = Vielalle), (4.72)
mit
3FXC = anc V;n(r)
bol) = 55~ 22V (i o) W

wenn man von einem gradientenkorrigierten Funktional der iiblichen Form

Exc[n] = /drFxc(n(r), [Vn(r)]) (4.74)

ausgeht.
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Stellt man alle Beitrage zusammen, erhalt man die explizite Form der Kohn-Sham-
Matrix, wie sie sich im Rahmen des Hybrid-Ansatzes in der GAPW-Form ergibt:

(Hxs),, = (@ I——l%
+ (pf(r) | Vige ()8(r — x') + Vit (v, 1) | 01 () )
+ (@F |VH [+ 7] + Vacl] | 8] ),
+ (@5 | Valn® — 7%} )

+) o™ e — %ufts]

Alm

x{ / Vaalf + 7% +/Vn[n " — )

Qrpr

+ Z / Va[n%] 64 ; / VialA%] 34 (4.75)

/VH fiy +naled }

¥ zA: (x| Vialnk + n%]Ixv)

+ ; (Xl Vil + 3l 1%, )
+ §Aj<xu| Vae[nh] X0 Ja,

+ 3 (%l Viclih] 1% )as

Dabei bedeutet ,Qppr*, dal die entsprechenden Integrale auf dem FFT-Gitter ausgewer-
tet werden, und ,0,“, daB die Integration auf einem sphérischen, atomzentrierten Gitter
ausgefithrt wird. Alleanderen Integrationen werden analytisch durchgefiihrt, entsprechend

der Beschreibungen im vorangehenden Abschnitt.
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4.8 Interatomare Kriafte in der GAPW-Form

Neben der Berechnung der Matrixelemente hat sich durch die Einfiihrung der GAPW-
Modifikation vor allem die Berechnung der interatomaren Krifte verkompliziert. Im ur-
spriinglichen GPW-Hybrid-Ansatz traten die atomaren Positionen im Energiefunktio-
nal nur explizit oder implizit in den Basisfunktionen auf. Dagegen enthilt das modi-
fizierte Energiefunktional zusitzlich die Abhéngigkeit der Kompensationsladungen von
den Atompositionen iiber die enthaltenen GauB-Funktionen, und die implizite Positions-
abhingigkeit der Einzentrendichten und Kompensationsladungen in den Uberlappintegra-
len zwischen Projektoren und Basisfunktionen.

Die Beitrage zum Gesamtgradienten der Energie, die durch die GAPW-Modifikation
nicht beriihrt werden, sind die Gradienten der Ionenrumpfwechselwirkung, der kinetischen
Energie und der Pseudopotentialenergie:

d ion—ion
dR i1 Uberlapp

RB—l]
- ZZZ"ZB R —By— 1l

B#A i

e . ) L B )
|RA_RB“‘III ( ip) +(a§P)—'~’

2 ex _ (RA — g — ll)2
+¢Kﬂ%ﬂz+(WT'p((ﬁW”+M§TJ}

d
dR4

=2Y_ Pu{eb(r)| - —IVR,,% (r))

Er

(4.77)
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-
dRA PP

=2 Pu b (r)IVir (r)| VR, el (1))
+2Z Pl ()" (5, 1) [ VR, 00 (1)) (4.78)
#2 3 Bl LR Ol 0)

+2 Z Pu e (0)| Vi, ViT ()| ()

p

Im Gegensatz zu den obigen Gradienten miissen bei der Berechnung der dichteabhéngi-
gen interatomaren Krifte die impliziten Positionsabhangigkeiten, die in den verschiedenen
Dichten enthalten sind, mitberiicksichtigt werden. Analog zum Vorgehen bei der Berech-
nung der Matrixelemente erhilt man diese impliziten Abhéngigkeiten der Energie durch
Funktionalableitung nach den beteiligten Dichten. Der Ausdruck fiir die Kraft auf ein
Atom A lautet dann

Fa = — 5B [{Ra}a
0 ot
= B ({Ra)
§E[n,Vin,...] On(r)
- /d N B (4.79)

ne{n,int il n0 a0}

Die Funktionalableitungen der Energie nach den Dichten wurden bereits im letzten Ab-
schnitt diskutiert. Es miissen nun noch die Ableitungen der Dichten nach den Atomposi-
tionen ermittelt werden. Der dabei am hiufigsten auftretende Term ist die Ableitung der
Projektion x, der Basisfunktion ¢, auf die Basis am Atom B

d
} ' ¢y, a(r—R
ar, ) = 7R, RA b 9o(r — Rs)

=Z (dR c') ale— Rl

+Y G, VRg(r — Rp) . (4.80)
b
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Die Koeffizienten C;, waren gegeben durch die Uberlappintegrale der Projektoren p, am
Atom B mit den Basisfunktionen ¢, am Atom M

Ci. = (ms(r — Rp)|pu(r —Rar)) .

Damit folgt fiir die Ableitung der Koeffizienten

O = (Bam — Saae)pr(e — R) Vel — Rar) (481)

und fiir die Ableitung der projezierten Basisfunktionen

TR (5) = (6am — 6aaa) 3 (mlsl) ule — R)
b

_JAB }: Céﬂ Vr gb(r == RB) . (4.82)
b

Gleiches gilt fiir die weichen Funktionen ¥,, wobei man ¢ durch ¢ und C’ durch ¢’
ersetzen muB.

Nach dieser Vorarbeit kann man die Ableitungen der Dichten nach den Atompositionen
angeben:

d
7,0 =2 2 P ()Tl

d . - =
m’;"(r) =2 %: Pupu(r)Va,p.(r)

d
dR, n};(r) =2 %; Puxu(t)Ve,xu(r)

d . . .
TR0 =2 Z Pouu(r) Vi, %u(r)

d m m
d—ﬂn%(l') = %ﬂ: QF Vr,g5"(r)

+2057(0) ) Pu 6" [XuVRaXo — XuVRA T

wv

d ol m ~tm
T () = 2 Q5 Vnag ()

£m

+2 gf;m(l‘) Z Puu qu [X[JVRAXV - X/MVRA;(»] (483)
pv

Auch hier gilt wieder, daB die Summen iiber p, v im Falle der Einzentrendichten und Kom-

pensationsladungen nur formal tiber alle Paare von Basisfunktionen gehen. Tatsichlich
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erstrecken sich die Summen fiir jedes Atom nur iiber den Wechselwirkungsbereich seiner
Projektoren.

Durch Zusammenfassen der Funktionalableitungen der Energie nach den Dichten und
der Dichteableitungen nach den atomaren Koordinaten erhilt man schliefllich den Aus-
druck fiir den Gesamtgradienten der dichteabhingigen Terme im Energiefunktional:

% (Bu [{Rs},n] + Exc [{Rs},n])

=2 Pu (@] Val + 7% + Vio[fi] | VR, &) )

QFFT
uv

+2 ) Pu (BL] Valn® - 7% VR, &) )
uv

+ 2 Z Z CipPHU (VRACcI:u)

B pvbc

X{ {gs] Vulny + 4l lge ) + (9ol Vxolna] lge )nA}

~ 8 P (O )
B uvbc
X{ (go] Vaalfily + %] lge ) + (o] Vxolfid] lge )nA}
. (4.84)
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Alle enthaltenen Integrale und Matrixelemente, mit Ausnahme derer, die durch Qppt
oder {14 gekennzeichnet sind, werden analytisch ausgewertet. Wie zuvor werden die
Einzentrenterme der Austausch-Korrelations-Energie numerisch, und diejenigen Terme,
die die globalen Potentiale V[fi + #°] und Vxc[#] enthalten, mit der Ortsraum-Fourier-

Integrationstechnik berechnet.

4.9 Mehrgitterverfahren fiir die Fourier-Integration
und die Ebene-Wellen-Entwicklung der Elektro-

nendichte

Die beiden aufwendigsten Prozeduren in bezug auf die Rechenzeit sind die Entwick-
lung der Elektronendichte in ebenen Wellen und die Integration der Matrixelemente des
Kohn-Sham-Potentials. Beide Prozeduren beinhalten im wesentlichen Operationen auf
dem Fourier-Ortsraum-Gitter®. Die Notwendigkeit, diese Prozedur méglichst effizient
zu machen, fiihrte zur GAPW-Modifikation der Hybrid-Methode, durch die ein wesent-
lich verringerter Ebene-Wellen-Cutoff fiir die Dichte erreicht wird. Ein weiterer Schritt
in Richtung auf die Steigerung der Effizienz der Fourier-Gitter-Operationen ist die hier
vorgestellte Mehrgittermethode.

Der Aufwand aller Operationen auf dem Fourier-Gitter ist bestimmt durch die An-
zahl der Gitterpunkte. Da die FFT eine Eins-zu-Eins-Abbildung ist, ist die Anzahl der
Punkte im Ortsraum-Gitter und im reziproken Gitter identisch. Sie entspricht der Anzahl
der ebenen Wellen. Die Mafizahl hierfiir ist der Ebene-Wellen-Cutoff. Er bestimmt die
Ausdehnung des reziproken Gitters bzw. die Dichte der Gitterpunkte im Ortsraumgitter.
Der Cutoff wird so festgelegt, dal die Elektronendichte und das Kohn-Sham-Potential mit
hinreichender Genauigkeit beschrieben werden konnen. Da sich sich der Cutoff des Po-
tentials, gem&f der Diskussion in Abschnitt 3.1, nach dem Cutoff der Dichte richtet, sind
es letztendlich die Exponenten der Gaufi-Funktionen in der Basis, die fiir den Cutoff aus-
schlaggebend sind®. Die Dichte wird als Linearkombination der Produkte der primitiven
Gaufifunktionen

n(R) = Z Prngmn(R)

gmn(R) = gm(R) gn(R) g

8siche Abschnitt 3.4.2 in Kapitel 3
9Es wurde in friitheren Abschnitten bereits mehrmals angesprochen, daB jede primitive GauB-Funktion

einen charakteristischen Ebene-Wellen-Cutoff hat, der nétig ist, um sie hinreichend genau in ebenen
Wellen entwickeln zu kénnen. Eine ausfiihrliche Diskussion dieses Sachverhalts findet sich im Anhang in
Abschnitt B.4.
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Abbildung 4.4: Der Gesamt-Cutoff richtet sich nach der Produkt-GauB-Funktion gix mit dem
héchsten Cutoff. Das reziproke Gitter muB so groB sein, daB diese Funktion darauf dargestellt
werden kann. Eine Funktion g mit kleinerem Exponenten entspricht einem niedrigeren Cutoff,
ist also im Impulsraum stirker lokalisiert. Im Ortsraum erstreckt sich g iiber einen groBeren

Bereich als gy, wird also mit groBerer relativer Genauigkeit dargestellt.

mit der Dichtematrix P, aus Glg. (3.10), berechnet. Dabei wird jede Produkt-Funktion
gmn einzeln auf dem Fourier-Ortsraum-Gitter berechnet. In gleicher Weise werden die

Matrixelemente des Kohn-Sham-Potentials berechnet:
(G | Vics [ gn) = D Gmn(R)Vics(R) -
R

Die Produktfunktionen gmn haben den Exponenten o, + an. Die harteste Produktfunk-
tion, die in der Dichte auftritt, gehért zum Produkt der Funktion mit dem gréfiten Ex-

ponenten ¢y, in der Basis mit sich selbst

Gkk = Gk Gk »

und hat den Exponenten oy = 2ay. Ist der Cutoff so gewzhlt, dafl diese Produktfunk-
tion genau genug in ebenen Wellen entwickelt werden kann, kénnen auch alle anderen
Produktfunktionen, und damit auch die Elektronendichte und das Kohn-Sham-Potential,
mit derselben oder besserer Genauigkeit entwickelt werden.

Wihrend der so bestimmte Cutoff fiir die Produktfunktionen mit groflen Exponenten

angemessen ist, ist er fiir die mittleren und kleinen Exponenten unverhéltnismaBig hoch.
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Abbildung 4.4 verdeutlicht dies. Im reziproken Gitter nimmt eine Gauf-Funktion, wenn
man den Exponenten halbiert nur noch etwa ein Drittel des urspriinglichen Volumens ein,
benotigt also zu ihrer Darstellung nur noch ein Drittel der ebenen Wellen, entsprechend
ihrem niedrigeren charakteristischen Cutoff. Dagegen erstreckt sich eine solche Funkti-
on im Ortsraum, in dem die Dichteberechnung und die Integration der Matrixelemente
stattfindet, iiber dreimal mehr Gitterpunkte, so daf sie mit wesentlich héherer Genau-
igkeit berechnet wird. Der grofie Nachteil dabei ist, daB der Aufwand zur Berechnung
proportional zur Anzahl der beteiligten Gitterpunkte ist. Die Berechnung der Beitrige
von Produkten mit kleinem Exponenten wird dadurch extrem aufwendig, vor allem in
Anbetracht der Tatsache, daB zwischen gréftem und kleinsten Exponenten der Produkte
typischerweise mehr als eine GréBenordnung liegen.

Um zu ermessen, wie grof8 der Verlust an Effizienz durch die Verwendung eines einzigen
Cutoffs fiir alle Operationen ist, mu man sich bewult machen, mit welcher Haufigkeit
in den Operationen Produkt-Gauf-Funktionen mit hohem bzw. niedrigem Exponenten
vorkommen. Abbildung 4.5 zeigt fiir das Beispiel eines Systems von 8 Wassermolekiilen
eindrucksvoll, dafl bei der Berechnung der Dichte und der Kohn-Sham-Matrixelemente
etwa 90 Prozent der beteiligten Produkt-Gaufi-Funktionen einen Exponenten haben, der
weniger als ein Viertel des maximalen Exponenten betragt. Dies hat seinen Grund darin,
daB die Reichweite der GauB-Funktionen mit kleinem Exponenten grofler ist, und die-
se deshalb mit wesentlich mehr Partnern wechselwirken als die sehr stark lokalisierten
Funktionen mit grofem Exponenten.

Im folgenden soll erlautert werden, wie man durch Verwendung mehrerer Fourier-
Gitter mit unterschiedlichem Cutoff eine Verarbeitung der Dichte und Matrixelemente er-
reichen kann, die nahezu konstanten Aufwand fiir jede beteiligte Produkt-Gau-Funktion
erfordert.

Durch die Wahl des Gesamtcutoffs Ec ist die Genauigkeit, mit der die Produkt-Gauf-
Funktion mit dem héchsten Exponenten ayy berechnet wird, festgelegt. Da es wenig sinn-
voll erscheint, verschiedene Gau-Funktionen mit verschiedener Genauigkeit zu berechnen,
wire es erstrebenswert, fiir jede Produkt-Gau8-Funktion denjenigen Cutoff zu verwenden,
der dieselbe Genauigkeit erzielt wie E¢ fiir ggi. Wie im Anhang in Abschnitt B.4 dargelegt

wird, ist bei vorgegebener Genauigkeit der Cutoff fiir einen Exponenten a gegeben durch
Ec(e) = Ef' o, (4.85)

wobel man in diesem Fall den relativen Cutoff zu
EX' = Ec/a (4.86)

festlegt. Statt nun fir jede einzelne Produkt-Gauf-Funktion einen eigenen Cutoff fest-

zulegen, legt man Intervalle von Exponenten fest, so daf in jedem Intervall etwa gleich
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Abbildung 4.5: Histogramm der Hiufigkeit des Auftretens der Exponenten von Produkten
von GauB-Funktionen bei der Dichteberechnung und bei der Berechnung der Matrixelemente
des Kohn-Sham-Potentials. Als Beispiel diente ein System von 8 Wassermolekiilen. Die Eigen-
schaften der Verteilung sind jedoch universell und hingen nur schwach vom konkreten System
ab. Die gestrichelten Linien markieren beispielhaft die Grenzen der Intervalle von Exponenten,

die zu einer Mehrgitterebene zusammengefaBt werden.

viele Produkte liegen. Die Verteilung der Exponenten fiihrt dann dazu, da die Intervalle
im Bereich kleiner Exponenten sehr schmal sind, und zu groeren Exponenten hin immer
breiter werden (vgl. Abb. 4.5). Der Cutoft fiir jedes Intervall entspricht dem Produkt des
relativen Cutoffs mit dem Exponenten an der Obergrenze des Intervalls. Fiir jede Cutoff-
Ebene muB nun ein entsprechendes FFT-Gitter bereitgestellt werden. Auf diesen Gittern
werden die Teildichten n; jeder Cutoff-Ebene in der Ortsraum-Darstellung aufsummiert:

ni(R) = 5 Pran G (R) (4.87)

ES ' <Ec(amn)<Ef

Obwohl die verschiedenen FFT-Ortraum-Gitter nicht notwendigerweise Untergitter des
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Abbildung 4.6: Die FFT-Gitter fiir die Impulsraum- und Ortsraumdarstellung bei Verwendung
von drei Cutoff-Ebenen. Im Impulsraum ist jedes Gitter Teilgitter der jeweils nachsthoheren
Cutoff-Ebene. Verschiedene Gitter kdnnen miteinander addiert, multipliziert, etc. werden. In
der Ortsraum-Darstellung sind die Gitter im allgemeinen inkommensurabel.

jeweils nichsthéheren Gitters sind, konnen die Teildichten ohne Interpolation zur Ge-
samtdichte aufaddiert werden, wenn dies im Impulsraum geschieht (siche Abb. 4.6).
Dort sind die verschiedenen Gitterebenen einfach Teilgitter der héchsten Gitterebe-
ne. Um die Gesamtdichte zu erhalten, muB man lediglich die Teildichten mittels FF'T
Fourier-transformieren, und kann sie dann im FFT-Impulsraum-Gitter aufaddieren. Die

Ortsraum-Darstellung der Dichte erhalt man durch eine weitere FFT:

n:(G) = FFT[n:(R)|(G)
n(G) =) n(G) (4.88)

i

n(R) = FFT[n(G)|(R)

Bevor das Mehrgitterverfahren fiir die Berechnung der Matrixelemente des Kohn-Sham-
Potentials erlautert wird, soll zunichst geklirt werden, daff ein solches Vorgehen zuléssig

ist. Im Gegensatz zur Berechnung der Elektronendichte treten in den Matrixelementen
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die Produkt-GauB-Funktionen immer als Produkt mit dem Potential auf

(gm | Vis [ gn) = D gomn(R) Vis(R)
R

= (—215 Y Gmn(—G)Vks(G) -
G?/2<Ec

Das Potential erfordert aber zu seiner exakten Beschreibung immer den maximalen
Cutoff E¢. Der entscheidende Schritt liegt nun darin festzustellen, dafl das Produkt
Gmn(—G)Vks(G) nur dort von null verschieden ist, wo beide Faktoren von null verschieden
sind. Die Summe beschrinkt sich also im reziproken Gitter auf den kleineren Lokalisie-
rungsbereich von gp,. Die Funktion g, wirkt also wie ein Filter, der die Ebene-Wellen-
Anteile des Potentials, die den Cutoff Ec(aumn) von gmn iiberschreiten, herausfiltert. Das
Matrixelement kann also unabhingig vom Cutoff des Potentials mit demjenigen Cutoff

berechnet werden, der der Produkt-Gau-Funktion g,,, entspricht.
Zur Realisierung des Mehrgitterverfahrens fiir die Matrixelemente mufl nun das Kohn-
Sham-Potential fiir jede Cutoff-Ebene auf einem entsprechenden FFT-Gitter bereitgestellt
werden. Wie schon bei der Elektronendichte handelt es sich dabei um Teilgitter des FFT-

Impulsraum-Gitters, das das Potential beschreibt:

Vks(G) fiir G2/2 < Eé

Vis(G) = )
- 0 fir G2/2 > Ei

(4.89)

Die Ortsraum-Darstellungen des Potentials fiir die verschiedenen Cutoff-Ebenen erhélt
man dann durch Fourier-Transformation der Teilgitter

Vis(R) = FPT[s(G)|(R) - (4.90)

Auf diesen FFT-Ortsraum-Gittern kann nun die Integration der Matrixelemente mit na-
hezu konstantem Aufwand stattfinden, indem man fiir jede Produkt-Gauf-Funktion das

Gitter des zugehérigen Cutoff-Levels verwendet:

(gm | Vkslgn) = 2 gmn(R)Vis(R) (4.91)

ReQppr

mit E5? < Eg(ams) < B

Im Prinzip lassen sich auf die beschriebene Weise beliebig viele Cutoff-Ebenen
einfiihren, mit der Konsequenz, daff alle Produkt-GauB-Funktionen und alle Integrale mit
derselben Genauigkeit und demselben Aufwand berechnet werden kénnen. In der Praxis
zeigt sich jedoch, daB es eine optimale Anzahl von Cutoff-Ebenen fiir jedes System gibt, die
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dadurch festgelegt ist, daB sich der Gewinn durch weiteres Hinzufiigen von Ebenen und der
Zusatzaufwand durch die hinzukommenden Fourier-Transformationen die Waage halten.
Die optimale Anzahl an Ebenen richtet sich vor allem nach der Anzahl unterschiedlicher
Exponenten in der Basis. Fiir die in den Rechnungen dieser Arbeit verwendeten Basissitze
liegt sie typischerweise zwischen 5 und 8. Zum Schluf sollte noch angemerkt werden, daf es
zwar methodisch konsequent ist, die Elektronendichte und das Kohn-Sham-Potential auf
der héchsten Cutoff-Ebene zu berechnen, es aber nicht zwingend ist. Im Prinzip kann fiir
den Gesamt-Cutoff der Elektronendichte und des Kohn-Sham-Potentials jede der Cutoff-
Ebenen gewahlt werden.

4.10 Testrechnungen

Auch dieses Kapitel schliefit mit der Beschreibung und Diskussion von Testrechnungen,
die einen Vergleich der GAPW-Methode mit der urspriinglichen GPW-Hybrid-Methode
und etablierten Dichtefunktionalmethoden ermdglichen sollen. Dazu werden einige der
Test wiederholt, die im dritten Kapitel dokumentiert wurden. Den Anfang macht wieder
eine Studie der Konvergenz einiger Molekiileigenschaften in Abhiingigkeit vom Ebene-
Wellen-Cutoff. Es folgen Testrechnungen an verschiedenen kleinen Molekiilen im Vergleich
mehrerer Methoden. Um die Eignung der Methode fiir grofie Systeme zu testen, werden
abschliefend Rechnungen an unterschiedlich groien Zeolit-Systemen dargestellt.

4.10.1 Konvergenz der Ebene-Wellen-Basis

Eine dhnliche Studie wie Abschnitt 3.5.1 wurde fiir das Wassermolekiil mit der GAPW-
Methode durchgefiihrt, wobei diesmal die Konvergenz der totalen Energie und der Mo-
lekiilgeometrie nur in Abhéangigkeit vom relativen Cutoff der Mehrgitter-Methode und
vom Gesamt-Cutoff’® untersucht wurde. Der Einflul der anderen in Abschnitt 3.5.1 un-
tersuchten Parameter andert sich von der GPW- zur GAPW-Methode nicht, und wurde
deshalb nicht nochmals untersucht. Die iibrigen Randbedingungen der Rechnung sind
ebenfalls wie dort angegeben. Die Studie der Konvergenz mit dem Gesamt-Cutoff soll-
te den Beweis liefern, dal die GAPW-Methode mit einer erheblich kleineren Ebene-
Wellen- Auxiliarbasis auskommt als die GPW-Methode. Tabelle 4.1 dokumentiert, daf
dies tatsdchlich der Fall ist. Ein Vergleich mit den Werten der GPW-Methode aus Tabel-
le 3.1 zeigt, daB ein vergleichbares Konvergenzverhalten der Molekiilparameter mit der
GAPW-Methode schon bei etwa viermal kleineren Cutoff-Werten eintritt. Diese Studie
kann als reprisentativ gelten, da dhnliche Verbesserungen des Konvergenzverhaltens wie

im Beispiel des Wassermolekiils bei allen untersuchten Systemen zu beobachten sind.

10siehe Abschnitt 4.9
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E&t E¥' | Gesamtenergie Ro_p (HOH
336 50 -17.170071 0.9716 105.55
231 -17.170074 0.9716 105.55
145 -17.170130 0.9716 105.55
99 -17.170275  0.9715 105.56

79 -17.170647 0.9715 105.57
54 -17.173436 0.9710 105.63
33 -17.181904 0.9699 105.63
40 -17.170071 0.9716 105.55
30 -17.170082 0.9716 105.55
20 -17.170608 0.9714 105.62
15 -17.173410 0.9719 105.44

Tabelle 4.1: Gesamtenergie [Hartree], Bindungslange [rA] und Bindungswinkel [°] von H,O fiir
verschiedene Werte des Gesamt-Cutoff Ef* [Rydberg] und des relativen Cutoff der Mehrgitter-
Methode EX! [Rydberg]. Bei den Rechnungen mit unterschiedlichen Werten des Gesamt-Cutoff
wurde der relative Cutoff konstant gehalten und umgekehrt.

Der zweite Teil von Tabelle 4.1 zeigt das Konvergenzverhalten in Abhéngigkeit vom
relativen Cutoff der Mehrgitter-Methode. Auch diese Studie steht beispielhaft fiir einen
Trend, der bei allen Systemen auftritt. Dies hat seine Ursache darin, daff der relative Cutoff
letztendlich ein Kriterium fiir die Genauigkeit der Integration der Gaufi-Funktionen auf
dem FFT-Gitter darstellt, das unabhingig von der Art des Systems ist'!. Die Molekiilpa-
rameter zeigen nur schwache Verinderungen bei der Absenkung des relativen Cutoff bis
zum Wert von 20 Rydberg. Bei weiterer Verringerung des relativen Cutoffs zeigt sich
dann allerdings eine drastische Verschlechterung der Werte. Die zunehmende Ungenau-
igkeit bei der Berechnung der Gaufi-Funktionen fithrt dann dazu, daB unterhalb von 15
Rydberg nicht einmal mehr die Geometrie des Molekiils bis zur angegebenen Genauigkeit
optimiert werden kann, weil die interatomaren Krafte zu schlecht beschrieben werden.
Oberhalb von 20 Rydberg kénnen dagegen Geometrien ohne weiteres bis auf 10=* rA
genau optimiert werden, und die Werte der Molekiilparameter lassen darauf schliefien,
daB eine Mehrgitter-Rechnung mit einem relativen Cutoff von 30 Rydberg als konvergiert
gelten kann.

Da sich das Mehrgitterverfahren in der GPW- und der GAPW-Methode gleichermafien

Usiche Anhang B.4
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einsetzen 1dft, hat dieser Teil der Studie keine Bedeutung in Hinsicht auf den Vergleich
der beiden Methoden.

4.10.2 Kleine Molekiile

Wie schon im dritten Kapitel soll hier eine Reihe von Testrechnungen vorgestellt werden,
die den Vergleich verschiedener Methoden, insbesondere den Vergleich zwischen der GPW-
und GAPW-Methode in bezug auf die Genauigkeit der Rechnungen erméglicht. Dazu
wurden die in Tabelle 3.2 aufgefiihrten Rechnungen der Geometrien einiger kleiner Mo-
lekiile wiederholt, und durch neue Rechnungen erginzt. Alle hier verglichenen Rechnungen
sind Ab-initio-Dichtefunktionalrechnungen mit LDA Funktionalen. Die Unterschiede lie-
gen im wesentlichen in der Darstellung der Elektronendichte durch verschiedene Typen
von Basisfunktionen. Die Rechnungen mit Gaussian94 [67] benutzen ausschlieBlich Gauf-
Funktionen und diejenigen mit NUMOL [95] sind &uBerst aufwendige und prizise basis-
funktionsfreie numerische Rechnungen. Dariiberhinaus sind die beiden letztgenannten All-
Elektron-Rechnungen, wihrend die Ebene-Wellen-Rechnungen [79] und die QUICKSTEP-
Rechnungen die Pseudopotentiale von Goedecker, Teter, Hutter und Hartwigsen [79,80]
verwenden. Die Resultate aus [79] sind so gut konvergiert, daf} sie als am Basissatz-Limit
angenommen werden kénnen. Die Basissatze der QUICKSTEP-Rechnungen bestanden
wie in Abschnitt 3.5.2 aus drei ,Response“-Funktionen pro Winkelsymmetrie und zusétz-
lich 2 Polarisationsfunktionen mit je einem Exponenten.

Das wichtigste Resultat der Strukturberechnungen, die in Tabelle 4.2 zusammenge-
stellt sind, ist die ausgezeichnete Ubereinstimmung der Ergebnisse der GPW- und der
GAPW-Methode. Dies bestatigt, da die im GAPW-Ansatz enthaltenen Niherungen so
gut sind, dafl deren EinfluB auf die Ergebnisse vernachlissigbar ist. Die verschiedenen Me-
thoden lassen insgesamt eine gute Ubereinstimmung erkennen, wobei die QUICKSTEP-
Ergebnisse fiir die Molekiile ohne Wasserstoff etwas stirkere Abweichungen aufweisen.
Dazu mu8 jedoch angemerkt werden, daBf die verwendeten Basissitze im Falle der GPW-
und GAPW-Rechnungen Standardbasissitze sind, die auch in Anwendungsrechnungen
benutzt werden, wogegen in den anderen Rechnungen Basisitze an der oberen Grenze
des vertretharen Rechenaufwandes eingesetzt wurden. Eine Vergroferung der Basissitze
in den QUICKSTEP-Rechnungen fithrt zu einer besseren Ubereinstimmung mit den an-
deren Methoden.

Neben den Geometrien sind harmonische Schwingungsfrequenzen und Atomisierungsener-
gien die Eigenschaften, die am hiufigsten zu Vergleichen verschiedener Methoden heran-
gezogen werden. Aus diesem Grund wurden auch hier Testrechnungen fiir einige zwei-
atomige Molekiile durchgefiihrt, deren Resultate in den Tabellen 4.3 und 4.4 aufgefiithrt
sind. Bei den Schwingungsfrequenzen wurden als Vergleich Rechnungen mit Gaussian94
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Ebene G94
Molekiil GPW GAPW  Wellen 6-311+4+G(3df,2p) NUMOL
H, 0.766 0.766 0.766 0.764 0.765
HF 0.935 0.936 0.933 0.930 0.932
H,O 0.971 0.971 0.971 0.969 0.970
(105.6)  (105.6)  (104.9) (105.1) (105.0)
NH3; 1.022 1.022 1.022 1.021 1.021
(107.5)  (107.5)  (107.3) (107.4) (107.3)
CH,4 1.097 1.097 1.097 1.095 1.096
N, 1.105 1.105 1.094 1.094 1.094
F» 1.403 1.405 1.387 1.381 1.384
CO 1.132 1.133 1.126 1.126 1.127
CO2 1.169 1.169 1.162 1.160 1.162

Tabelle 4.2: Bindungslangen [rA] (und Bindungswinkel [°]) einiger kleiner Molekiile im Ver-

gleich verschiedener Methoden.

G94 G94

Molekil | GPW  GAPW 6-311G(2d,2p) 6-311++G(3df,2p)
0, 4204 4209 4207 4206
HF 3870 3939 4029 4008
N; 2374 2375 2396 2407
F, 1084 1045 1059 1062
co 2194 2178 2186 2193

Tabelle 4.3: Harmonische Schwingungsfrequenzen [cm™1] einiger zweiatomiger Molekiile im

Vergleich verschiedener Methoden.

herangezogen. Statt nur einer Serie von Rechnungen mit Gaussian94 wurden diesmal je-
doch zwei Serien mit verschiedenen Basissitzen gerechnet, um den grofien EinfluB der
Basis auf die Ergebnisse zu verdeutlichen. Es fallt auf, daB die Ergebnisse der GPW-
und der GAPW-Methode bei Molekiilen, die F oder O enthalten, starker voneinander
abweichen, wihrend die Ubereinstimmung bei Hy und Nj sehr gut ist. Dies kann darauf
zuriickgefiihrt werden, daf F und O die Elemente sind, die den héchsten Cutoff bendti-
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4.10. TESTRECHNUNGEN 97
Basis Anzahl BF | T+Vpp fi(r) Vks
sz 288 (1.0) | 15 (1.0) 28 (1.0) 57 (1.0)
dz 576 (2.0) |20 (1L3) 39 (1.4) 82 (1.4)
dzp 936 (3.3) | 29 (1.9) 56 (2.0) 125 (2.2)
t22p 1584 (5.5) | 43 (2.9) 93 (3.3) 217 (3.8)

Ebene
Molekiil GPW GAPW  Wellen
H, 157.1 157.1 154.3
HF 191.5 191.3 198.9
N, 395.6 395.9 406.9
F, 94.2 94.4 97.9
CO 357.9 357.9 362.9

Tabelle 4.4: Atomisierungsenergien [kcal/mol] einiger zweiatomiger Molekiile im Vergleich ver-
schiedener Methoden. Bei den Werten der GPW- und GAPW-Methode wurde der Basissatz-
superpositionsfehler, der jeweils kleiner als 1 keal/mol war, mit der ,, Counterpoise“-Methode
[71] korrigiert. Die Ebene-Wellen-Rechnungen sind frei von Basissatzsuperpositionsfehlern.

gen. Wihrend dies mit dem GAPW-Ansatz kompensiert werden kann, macht es sich in
der GPW-Methode stark bemerkbar. Obwohl im Falle der GPW-Methode ein deutlich
hoherer Cutoff verwendet wurde, scheinen die Frequenzen noch nicht voll konvergiert zu
sein.

Im Gegensatz zu den Schwingungsfrequenzen sind die Atomisierungsenergien, da es
sich um Energiedifferenzen handelt, die wesentlich schneller konvergieren als absolute
Energien, weitgehend unabhéngig vom Ebene-Wellen-Cutoff. Dies spiegelt sich in der fast
perfekten ﬁbereinstimmung der mit der GPW- und der GAPW-Methode berechneten
Atomisierungsenergien. Aber auch der Vergleich mit der reinen Ebene-Wellen-Methode
ergibt mit einer mittleren Abweichung von 6 kcal/mol eine gute Ubereinstimrnung.

4.10.3 Grofie Systeme

Im letzten Abschnitt wurde die Zuverléssigkeit der GAPW-Methode im Hinblick auf dje
Genauigkeit der Resultate am Beispiel kleiner Molekiile studiert. Diese Tests sind we-
sentlich, um zu gewihrleisten, daB die Methode und deren Implementierung auf dem
Computer tatsichlich geeignet sind, genaue und verléfiliche Resultate im Rahmen des
theoretischen Modells zu produzieren. Fiir die spatere Anwendung der Methode zur Un-
tersuchung aktueller Fragestellungen im Bereich der Festkorperphysik oder der Chemie
sind die ausgewshlten Testsysteme jedoch ohne belang.

Dabher ist es wichtig, die Methode auch an Systemen zu testen, deren Gréfienordnung
in dem Bereich liegt, der spiteren Anwendungen entspricht. Da die Methode fiir die
Beschreibung grofier Systeme konzipiert ist, treten viele der relevanten Eigenschaften erst

in Erscheinung, wenn die Systemgrofie weit iiber den Bereich der Testmolekiile hinaus

Tabelle 4.5: CPU-Zeit (IBM 395) [s] fiir die Konstruktion der Kohn-Sham-Matrix des Sy'stems
Si2404s (Z1) in Abhangigkeit von der Anzahl der Basisfunktionen (BF). Die Bel.trége gliedern
sich in die Berechnung der Matrix der kinetischen Energie und des Pseudopotentials (T+Vpp),
der Ebene-Wellen-Darstellung der Dichte (7(r)) und der Matrix des Kohn—Sham.—Potentiéls
(Vks)- In Klammern stehen die relativen Werte im Verhaltnis zu den Werten fiir die sz-Basis.

anwéchst.

Um die Eigenschaften der GAPW-Methode in diesem Groflenbereich der Systeme zu
untersuchen, wurden als Testsysteme die Einheitszellen zweier Zeolite, Siz4O4s (Zl) un.d
Sizp064 (Z2) ausgewidhlt. Es wurden 5 verschiedene GauB-Basissatze benutzt, die mxf
»52% (1 s- und 1 p-Funktion), ,dz* (2s,2p), ,dzp“ (2s,2p,1d), ,tzp“ (3s,3p,‘1d)- und ,,tz2p
(3s,3p,2d) bezeichnet werden. Alle Rechnungen sind LDA-Rechnungen mit el‘nem. Cuto?‘f
von 60 Rydberg. Die erste Studie, die in Tabelle 4.5 dargestellt ist, beschéftigt sich mlt
dem CPU-Zeit-Aufwand der GAPW-Methode. Hier wurde der relative Zeitaufwand fiir
die Berechnung der Beitrige zur Kohn-Sham-Matrix untersucht, wenn man bei \-/orgeget
benem System weitere Basisfunktionen zur Basis hinzufiigt. Die Beobachtung, dle' dabei
gemacht werden kann, ist, da der Zeitaufwand sublinear von der Anzahl der Basisfunk-
tionen abhingt. Bei Verdopplung der BasisgroBe von ,,sz“ zu ,dz“ steigh der Aufwand mg
um 40 Prozent. Dies ist auf die Verwendung von Basissitzen mit ,Shared Exponents®
zuriickzufithren. Bei diesen Basissdtzen bleibt die Anzahl der primitiven Basisfunktio'nen
beim Ubergang von ,sz* zu ,,dz* und ,tz* konstant. Fiir die GAPW-Methode i.st diese
sehr giinstige Abhingigkeit von grofier Bedeutung, da sie darauf ausgelegt ist, mit g‘u-ten
Basissitzen wie ,dzp“ oder ,tz2p“ zu arbeiten. In dieser Studie findet sich also bestétigt,
daB die Wahl von Basissitzen mit ,Shared Exponents® zur Effizienz der GAPW-Methode

beitragt.

Die zweite Studie hat das Skalenverhalten der beiden wesentlichen Anteile des SCF-Zyklus
in einer Elektronenstrukturrechnung zum Thema. In Tabelle 4.6 sind die CPU-Zeiten fiir
die Konstruktion und die Diagonalisierung der Kohn-Sham-Matrix aufgefithrt. Dabei be-
stehen das erste und dritte System aus ein bzw. zwei Exemplaren derselben Einheitszelle,

siche Anhang B.2.2
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System  Anzahl BF | Konstruktion Diagonalisierung

Z1/dzp 936 121 82 (40%)

71/tz2p 1584 210 304 (59%)
2xZ1/dzp 1872 251 871 (7%

Tabelle 4.6: CPU-Zeit (IBM 395) [s] fiir die Konstruktion und Diagonalisierung der Kohn-
Sham-Matrix. Die Systeme bestehen aus einer bzw. zwei Einheitszellen des Systems Siz4048

(Z1). Die Zahlen in Klammern geben den Anteil der Diagenalisierung in Prozent der CPU-Zeit
eines SCF-Zykius an.

so daB sich die SystemgréBe vom ersten zum dritten System exakt verdoppelt. Es 138t sich
aus Tabelle 4.6 leicht ablesen, daB sich auch die Zeit fiir die Konstruktion der Kohn-Sham-
Matrix vom ersten zum dritten System nur wenig mehr als verdoppelt. Das im methodi-
schen Teil dieser Arbeit vorausgesagte beinahe lineare Skalenverhalten (O(Nlog(N))) fiir
die Berechnung der Kohn-Sham-Matrix findet sich damit nach der Studie des eher un-
realistischen Wasser-Systems in Kapitel 3 auch fiir ein realistisches Anwendungsbeispiel
bestitigt. In Tabelle 4.6 wird aber auch deutlich, daB die Diagonalisierung ab System-
gréfen von etwa 100 Atomen die dominierende Operation im SCF-Zyklus wird. Beim
dritten System mit 144 Atomen nimmt die Diagonalisierung der Kohn-Sham-Matrix be-
reits viermal soviel Zeit in Anspruch wie deren Konstruktion.

Ein letzter Aspekt bei der Behandlung grofier Systeme, der anhand der Rechnungen der
Zeolit-Systeme diskutiert werden soll, ist die Besetzung der wichtigsten Matrizen mit
nicht-verschwindenden Werten'®. Es wurde bereits angesprochen, daB Matrizen wie die
ﬁberlapp—Matrix und die Kohn-Sham-Matrix grofier Systeme wegen der Lokalitit der
GauB-Basisfunktionen nicht voll besetzt sind. Der Grad der Besetzung hingt davon ab,
wieviele Basisfunktionen miteinander wechselwirken. Da in Elektronenstrukturrechnungen
mit lokalen Basisfunktionen die Anzahl aller wesentlichen Operationen proportional zur
Anzahl der wechselwirkenden Basisfunktionen ist, ist die Besetzung der Matrizen ein Maf
fiir den Rechenaufwand. In kleinen Systemen, in denen alle Basisfunktionen miteinander
wechselwirken, steigt der Aufwand dementsprechend quadratisch mit der Systemgrofe an.
Alle ,,Order(N)“-Methoden beruhen darauf, daB bei ausreichender Systemgréfe die An-
zahl der Wechselwirkungen und damit die Anzahl der besetzen Matrixelemente nur noch
linear mit der Systemgréfe zunimmt. Wie sich die Besetzung der wichtigsten Matrizen
eines realistischen Anwendungsbeispiels tatsichlich verhalt, ist in Tabelle 4.7 dargestellt.
Hier zeigt sich, daf fiir die betrachteten Systeme die Annahme der linearen Zunahme der

13siehe Anhang C.3
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System Anzahl BF Uberlapp Kohn-Sham Dichte
71(dz) 576 | 34 80 100
Z1(dzp) 936 22 53 100
71 (tzp) 1224 | 25 60 100
72(dz) 768 34 81 100
72(dzp) 1248 22 53 100
72(tzp) 1632 25 60 100

Tabelle 4.7: Anteil (in Prozent) der nicht-verschwindenden Matrixelemente der Uberlamea—
trix, der Kohn-Sham-Matrix und der Dichtematrix verschiedener Zeolit-Systeme. Matrixele-

i -10 igt.
mente werden als besetzt angesehen, wenn ihr Wert 1071 iibersteig

Besetzung im Falle der Uberlapp- und der Kohn—Sha.m—Matr%x v?ll zutrifft. Der Anteil dZeI
besetzten Matrixelemente dieser beiden Matrizen bleibt beim Ubergang von Systemd
zu 72 konstant. Dies bestitigt die obige Beobachtung des lineare.:n Sl.ﬁa.lenverha'mltenlsﬂ"e:
Rechenaufwandes zur Berechnung der Kohn-Sham-Matrix. Fiir dl(-.: chhtern.atm.( schlig
die Annahme der linearen Zunahme der Besetzung allerdings 'vélhg 'fehl.. Die 'chhtema};
trix ist in allen betrachteten Fallen voll besetzt. Dies Ergebms-: scheint im Wlserspliuc
sur postulierten Lokalitdt der quantenmechanischen Wechsellwwkungen zu S.t(? en, a.;m
aber erklart werden. Die Diagonalisierung beinhaltet aber eine (.)rthogonthsxeru_ng er
Kohn-Sham-Orbitale, die durch die Basisfunktionen dargestellt.smd. Da .dle Be(:ngl.ullj
der Orthogonalitit eine gute Lokalisierung der Kohn—Sham—.Orl?ltale verhlndert,. ;er. N
sie eine Kopplung der Basisfunktionen iiber die Orbitale, die eine se'hr grofie Reic VI:I.
haben kann. Daraus a8t sich schlieflen, daf die betrachteten Systv.eme 1mme'r noch zu klein
sind, um in den Bereich einer linearen Besetzungszunahme der Dichtematrix zu gelaigen.
[irst bei sehr viel groBeren Systemen ist mit einem Einsetzen dieses Eﬂ'ekt(.e.s Zu rec HZI.L
Weiterhin folgt daraus, daB sich zwar eine Effizienzsteigerung e.rwarten 1a8t, wel:ann ;le
kubisch skalierende Diagonalisierung durch einen anderen ‘iklgonthm“us z.ur Neu ;tretc -
nung der Dichtematrix aus der Kohn-Sham-Matrix ersetzt wird, daB fiir dxe"bf;.trzc‘ te en
SystemgréBen dabei aber kein besseres als quadratisches Skalenverhalten moglich ist.

4.11 Der FeP(Im)(CO)-Komplex:

Ein Anwendungsbeispiel

Um einen Rindruck von den Moglichkeiten zu geben, die di? QUICKSTiP—
Implementierung der GAPW-Methode bietet, wird in diesem Abschnitt ohne den An-
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spruch auf wissenschaftlichen Erkenntnisgewinn ein Beispiel fiir eine mégliche Anwen-
dung gegeben. Es handelt sich dabei um ejne Molekulardynamik-Simulation des Eisen-
Porphyrin—Irnidazol—Kohlenmouoxid—Komplexes. Dieses Beispiel ist Teil der aktuellen For-
schungsarbeiten von Rovira et al. [5,96] in der Arbeitsgruppe von Prof. Dr. Parrinello,
die mit dem Ebene-Wellen-Program CPMD [14] durchgefiihrt wird, so da Vergleiche mit
dieser Arbeit angestellt werden kénnen.

Metall-substituierte Tetrapyrrol-Ringe und deren Komplexe und Derivate bilden die
aktiven Zentren einer Vielzahl von biologischen Enzymen. Die Bedeutung dieser Molekiile
spiegelt sich in der enormen Anzahl von Forschungsarbeiten auf diesem Gebiet [97-99]
wider. Das Eisen-Porphyrin (FeP) ist dabei von besonderem Interesse, weil es der zentrale
Teil des Hams, des aktiven Zentrums von Myoglobin und Hamoglobin ist. Die Aufgabe
des Eisen-Porphyrins ist dort die reversible Bindung des Sauerstoffs an das Protein. Der
wichtigste Konkurrent des O, um die Bindung an Myoglobin oder Hémoglobin ist CO,
da CO endogen beim Zerfall des Proteins gebildet wird. Die konkurrierende Bindung von
0O, und CO ist seit langem Gegenstand der Diskussion [100,101].

Experimente zeigen, daB die Protein-Umgebung die Bindungseigenschaften des Hims
beeinflufit. Der Vergleich der Bindungsenergien fillt bei synthetischen Modellen des Hams
deutlich zugunsten des CO aus. Im Protein wird die Bindung des O, jedoch begiinstigt
und die des CO behindert, so daB das Verhiltnis nicht mehr so drastisch auf Seiten des CO
liegt. Als Ursache dafiir werden sterische Effekte, elektrostatische Wechselwirkungen oder
Wasserstoffbriicken verantwortlich gemacht. Die in synthetischen Modellen lineare Fe-CO-
Einheit ist in Anwesenheit der Protein-Umgebung abgewinkelt. Die EinfluB dieses Effektes
auf die Stérke der Bindung ist jedoch umstritten [5]. Um zu kliren, ob die Abwinkelung
der Fe-CO-Einheit einen Erklérungsansatz bietet wird oft die Struktur und Flexibilitat
der axialen Fe-XY- (XY=0,,C0) und Fe-Im-Bindung diskutiert. Die Motivation fiir ei-
ne Ab-initio-Molekulardynamik-Studie des FeP(Im)(CO)-Komplexes ist daher, durch die
Kenntnis der dynamischen Variabilitit der Fe-CO-Einheit bei gegebener Temperatur den

méglichen Einfluf der Protein-Umgebung durch Verwinkelung der Fe-CO-Einheit besser
beurteilen zu kénnen.

Das System, das im Rahmen dieser Arbeit simuliert wurde, ist in Abbildung 4.7 darge-
stellt. Das verwendete Him-Modell enthilt den Porphyrin-Ring mit dem zentralen Eisen-
Atom, an dem auf der einen Seite der Imidazol-Ligand und auf der anderen Seite das CO-
Molekiil angelagert ist. Der Imidazol-Ligand iibernimmt die Rolle des Histidin, das sonst
das aktive Zentrum mit dem tibrigen Teil des Proteins verbindet. Die Simulationszelle hat-
te Abmessungen von 15x15 x 12.5 rA, und entspricht damit Referenz [5]. Als Dichtefunk-
tional wurde das gradientenkorrigierte Funktional von Becke [102] und Perdew [103] ver-
wendet. In der Arbeit von Rovira et al. [5] wurde das Fe-Pseudopotential mit 8 Elektronen
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Abbildung 4.7: Die mit der GAPW-Methode berechnete Gleichgewichts-Struktur des
Abbi ST . -5t
FeP(Im)(CO)-Komplexes im elektronischen Grundzustand aus verschiedenen Blickrichtungen.
Im mittleren Bild ist die leichte Wolbung des Porphyrin-Rings zu erkennen.

durch nicht-lineare Kernkorrekturen erginzt, um die Transferierbarkeit zu erhohené ]])llelse
MaBnahme umgeht die Einbeziehung der ,semi-core“-Elektronen der 2s- und 2p- fc af;
die einen empfindlich héheren Cutoff erforderlich machen und so den .R,echenzm:) 1Wan
unvertretbar nach oben treiben wiirden. Mit der GAPW-Methode ist dies unproﬂ‘erlrja
et
tisch. Wegen des GAPW-Ansatzes konnen die 2s- und 2p-Elektronen ohne Weser;l ic ;
1scn. ‘ :
Mehraufwand mit in die Rechnung einbezogen werden. Aus diesem Grund wurdi f;Fer ir
s r_
Fisen ein Pseudopotential mit 16 Elektronen verwendet. Der Ebene-Wellen-Cutoff wu
11 fiir die CPMD-Rechnung [5] auf 70 Rydberg fiir die Wellenfunktionen festgelegt, w(z:s
& i P-Rechnung wurde
i i tspricht. In der QUICKSTE
einem Dichte-Cutoff von 280 Rydberg en Py : uree
ein Gesamt-Cutoff (Dichte-Cutoff) von 107 Rydberg bei fiinf Mehrgxtter—Ebinen 1.111"te1e
: . Ry i z
nem relativen Cutoff von 20 Rydberg eingesetzt. Die Qualitét der ,Response Bamssimhlt
: jeweili ir die Fe-CO-Bindung gewéhlt:
g des jeweiligen Atoms fiir die Fe-C
wurde entsprechend der Bedeutung . -
= i direkten Nachbarn des Fe un
: i 3s/3p/2d-Funktionen an den Fe
3s/3p/3d-Funktionen am Fe, : R e
iibri C und N, 2s an H. Diese Kombination
an O, 2s/2p/1d an allen iibrigen , : :
. d d,es Cutoffs wurde nach einer Reihe von Testrechnungen ausgewéhlt, und s]‘CceI;t ;:lu:en
o . . oo
i igkei i Die in Tabelle 4.8 aufgefithrten
3 i Genauigkeit und Effizienz dar.
guten Kompromif zwischen - s
i 1 1 imi i dafl eine Rechnung mit den v
Ergebnisse einer Geometrie-Optimierung zeigen,
t rf Parametern geeignet ist, die wesentlichen Eigenschaften des untersuchten Systems zu
e 3

beschreiben. 1 -
Die Molekulardynamik-Simulation wurde mit der Parallelrechner-Implementierung
ie
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GAPW  Ebene Wellen Experiment

Tabelle 4.8: Wichtige Bindungslingen [rA] und -Winkel [°] des FeP(Im)(CO)-Komplexes.
Verglichen werden die Ergebnisse der GAPW-Rechnung, einer Rechnungen mit ebenen Wellen

[5] und experimentelle Ergebnisse [104]. Ny, bezeichnet das N-Atom des Imidazol-Rings, das
an das Fe bindet.

»dann werden die inte-
ratomaren Krifte berechnet und schlieBlich die Atomkoordinaten und -geschwindigkeiten

gemaf eines Standard—Velocity-Verlet—AIgorithmus in der Zeit propagiert. Ein Zeitschritt
entspricht dabei (.97 Femtosekunden. Insgesamt wurde das System iiber einen Zeitraum

von iiber 2.2 Picosekunden bei einer mittleren Temperatur von 291.1 K, in etwa Zim-

Aus dem mittleren Graphen von Abbildung 4.8 ist auflerdem ersichtlich, daf§ die Ha-
miltonsche Energie zwar schwankt, daB aber keine Tendenz nach oben oder unten zu
erkennen ist. Dies bedeutet, daf} der Bewegung der Atomkerne im Mittel keine Energie
durch Ungenauigkeiten des Algorithmus zuflieft, die die Ergebnisse verfilschen wiirde.

Nachdem die Ordnungsméﬁigkeit der MD-Simulation geklart ist, soll nun kurz ein Blick
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%
o

tilt

t&b

Abbildung 4.9: Definitionen der Winkel der Fe-CO-Einheit. Ll ist der Neigungswinkel der
FeC-Bindung zur Normalen der Ebene, die durch die planaren N und das Fe gegeben ist.
.bend" ist der Winkel, der von der FeC- und der CO-Bindung eingeschlossen wird. . t&b" ist
der Neigungswinkel der Fe-O-Verbindungslinie zur Flachennormalen.

Der Vergleich der Ergebnisse beider Methoden zeigt eine Ubereinstimmung im Rah-
men dessen, was angesichts der Unterschiede in den Methoden, wie Art der Dynamik,
Basisfunktionen, Pseudopotentiale, Zeitschritt, etc. erwartet werden konnte. Die Charak-
teristiken der dynamischen Anderung der betrachteten Grofen sind in beiden Simula-
tionen gleich. Gema8 der leicht unterschiedlichen Gleichgewichtsabstinde sind auch die
dynamischen Werte der Bindungslingen leicht verschoben. Eine Frequenzanalyse der Be-
wegung ergab eine zufriedenstellende I"Jbereinstimmung der Frequenzen innerhalb eini-
ger zehn Wellenzahlen. In der Dynamik der Winkel zeigen sich leichte Unterschiede, Die
QUICKSTEP-Simulation enthilt mehr Oszillationen der Winkel mit gréfierer Amplitude,
die sich in den Héiuﬁgkeitsverteilungen in weiter auslaufenden Flanken niederschlagen. Die
grobe Form der Histogramme in Abb. 4.1 ist jedoch ein Hinweis darauf, daB die Linge
der Simulation keine ausreichend gute Statistik erlaubt, um quantitative Aussagen iiber
die Unterschiede zu machen.

Im Hinblick auf die Ergebnisse kann abschlieBend gesagt werden, dafl die beiden vergli-
chenen Methoden zu qualitativ gleichen Resultaten gefiihrt haben. Auf eine Analyse der
elektronischen Struktur des FeP(Im)(CO)-Komplexes, wie sie in Referenz [5] dargestellt
wurde, wurde hier verzichtet. Sie ist aber mit der GAPW-Methode ebenfalls méglich.
Die Verwendung lokaler Basisfunktionen in der GAPW-Methode macht die elektronische
Struktur sogar etwas leichter zuganglich als im Falle einer Ebene-Wellen-Methode. Ein
Vergleich des Rechenaufwandes beider Simulationen ergibt fiir das betrachtete System
mit der CPMD-Rechnung etwa 6700s CPU-Zeit pro Femtosekunde Simulationszeit und
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wiahrend der MD-Simulation mit QUI ;
e it QUICKSTEP und CPMD. Die Winkel sind in Abb. 4.9 defi-

fiir di
I\lzztideUviSnI(nSiif‘.f{ecglnung 8490s. Dies ist ein sehr gutes Ergebnis fiir die GAPW-
e P,mgmmm mi;n listracht zieht, dal CPMD ein iiber zehn Jahre hinweg opti-
e I::a ezu p?rfekter Skalierung auf Parallerechnern ist, wogegen die
L e QUI% KS(,-:TnEll;ar;ng fiir Para}lelrechner kaum optimiert wurde und nur mafig
. e al;f e?hnung konnte? auferdem wegen des deutlich niedrigeren
iyt : einer Works?atlon durchgefiihrt werden, wihrend fiir die
echnung auf einer CRAY T3E mindestens 32 Prozessoren erforderlich sind
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4.12 Zusammenfassung des Kapitels und Ausblick

In diesem Kapitel wurde die Weiterentwicklung der GPW-Hybrid-Methode zur GAPW-
Methode beschrieben und im Detail diskutiert. Der Ubergang vom GPW- zum
GAPW-Ansatz besteht im Ersetzen der Ebene-Wellen-Auxiliarbasis durch eine APW-
Auxiliarbasis, die neben ebenen Wellen Einzentren-GauB-Basissatze enthalt, die an den
Atomen lokalisiert sind. Die Elektronendichte, das Austausch-Korrelations-Potential und
das Coulomb-Potential zerfallen dadurch in einen nicht-lokalen Ebene-Wellen-Anteil, der
nur noch weiche Anteile der Dichte und der Potentiale enthalt, und lokale Anteile, die in
der GauB-Basis beschrieben und analytisch behandelt werden kénnen. Der Effizienzgewinn
durch die Eliminierung der harten Anteile der Ebene-Wellen-Darstellung der Elektronen-
dichte, die mit einer Reduzierung der Anzahl der Wellenvektoren um das 5- bis 10-fache
cinhergeht, iiberwiegt bei weitem den Mehraufwand durch die hinzukommenden lokalen
Terme. Das O(N log(N))-Skalenverhalten der Methode bleibt beim Ubergang vom GPW-

zum GAPW-Ansatz erhalten.
Die durchgefiihrten Tests demonstrieren, daB die QAPW-Methode, deren theoreti-

mische Grundlagen in diesem Kapitel entwickelt wurden, die gleichen

sche und algorith
chtefunktio-

MaBstibe an Zuverlassigkeit und Genauigkeit erfiillt wie die etablierten Di
nalmethoden. Dariiberhinaus beinhaltet der GAPW-Ansatz einige Aspekte, die ihn ge-
geniiber reinen Ebene-Wellen-Methoden oder Methoden mit ausschlieBlich lokalen Basis-
funktionen auszeichnen. So wie reine Ebene-Wellen-Methoden enthalt der GAPW-Ansatz
in natiirlicher Weise periodische Randbedingungen, so daB er sich besonders fiir die Be-
schreibung kondensierter Phasen eignet. Da jedoch alle Gréflen in den lokalisierten Basis-
funktionen beschrieben werden, ist der Speicherbedarf wesentlich geringer als bei reinen
Ebene-Wellen-Methoden. Auch erfordern leere Bereiche der Simulationszelle, die sonst in
Ebene-Wellen-Rechnungen genauso behandelt werden miissen wie die mit Atomen besetz-
ten Bereiche, wegen der Lokalitat der Basisfunktionen kaum Rechenaufwand. Daher ist
auch die Beschreibung isolierter Systeme mit der GAPW-Methode effizienter als mit rei-
nen Ebene-Wellen-Methoden. Die zur Isolierung von den periodischen Replica des Systems
nétigen leeren Raumbereiche fallen in der GAPW-Methode kaum ins Gewicht.

Die Hirte der eingesetzten Pseudopotentiale, von der der Ebene-Wellen-Cutoff der

e-Wellen-Methoden und damit deren Effizienz ganz wesentlich abhingt, spielt

reinen Eben
ichte keine Rolle.

fiir die GAPW-Methode wegen der APW-Darstellung der Elektronend
Daher ist es auch ohne Probleme moglich ,Semi-Core“-Zustinde mit in die Rechnung

cinzubeziehen, wie es fir Ubergangsmetalle oft notwendig ist, oder sogar All-Elektronen-

Rechnungen durchzufithren'.

14]ie Durchfiihrung von All-Elektronen-Rechnungen ist zum Zeitpunkt der Abfassung dieser Arbeit

allerdings noch nicht in QUICKSTEP implementiert.




108 KAPITEL 4. GAPW-MODIFIKATION DER HYBRID-METHODE

Der grofie Vorteil des GAPW-Ansatzes gegeniiber Methoden mit ausschlieflich loka-
len Basisfunktionen ist die effiziente Berechnung des nicht-lokalen Anteils der Coulomb-
Energie in der Ebene-Wellen-Darstellung im Impulsraum. Dank des APW-Ansatzes fiir
die Elektronendichte und der Verwendung des Mehrgitter-Verfahrens konnte die Berech-
nung der Ebene-Wellen-Darstellung der Elektronendichte erheblich beschleunigt werden.
Hierbei entfallt im Gegensatz zu Methoden mit ausschlieBlich lokalen Basisfunktionen ein
Anpassen der Auxiliarbasis an die Elektronendichte.

Ein weiterer Vorteil des GAPW-Ansatzes ist die Zusammenfassung des Coulomb- und
Austausch-Korrelations-Potentials zum Kohn-Sham-Potential, so daB die Integration der
Matrixelemente der beiden Potentiale gemeinsam erfolgen kann. In den etablierten Me-
thoden mit lokalen Basisfunktionen erfolgt die Integration der Matrixelemente getrennt
voneinander, wobei die Matrixelemente des Coulomb-Potentials analytisch und diejenigen

des Austausch-Korrelations-Potentials numerisch ausgewertet werden.

Die GAPW-Methode wurde konzipiert, um die effiziente Simulation sehr grofier Syste-
me zu ermdglichen. Die angestrebte GroBenordnung lag dabei zwischen einhundert und
einigen hundert Atomen. Daher lag das Hauptaugenmerk auf dem Skalenverhalten der
Methode. Das Ziel, eine Methode zu entwickeln, deren Rechenaufwand linear mit der Sy-
stemgrofe skaliert, konnte nahezu erreicht werden. Die wesentlichen Teilalgorithmen zur
Berechnung der Kohn-Sham-Matrix skalieren linear oder wie N log(/N) mit der Gréfle des
Systems N. Ein noch zu lésendes Problem ist die Berechnung der neuen Dichtematrix
aus der Kohn-Sham-Matrix in der SCF-Prozedur. Die Diagonalisierung, die dafiir bisher
eingesetzt wurde skaliert wie N®. Um auch hierfiir ein giinstiges Skalenverhalten zu er-
reichen, bietet sich der Einsatz von Methoden an, wie sie in der Literatur vorgeschlagen
[9-13] wurden.

Um die Grofienordnung der simulierbaren Systeme nochmals zu steigern ist vorgese-
hen, die GAPW-Methode in Zukunft als Teil von sogenannten ,Embedding“-Methoden
einzusetzen. Dabei wird nur der zentrale, chemisch aktive Teil eines Systems quanten-
mechanisch beschrieben, wihrend die Umgebung des aktiven Zentrums klassisch oder
semi-empirisch behandelt wird. Dadurch kénnen sterische und elektrostatische Einfliisse
der Umgebung in die Simulation miteinbezogen werden. Der Einsatz von ,Embedding®-

Methoden wird SystemgréBen von einigen Tausend Atomen zuginglich machen.




Anhang A

Ebene Wellen

In diesem Anhang werden einige grundlegende Eigenschaften von ebenen Wellen und
Fourier-Transformationen dargestellt. Er soll hauptséchlich als Referenz fiir die im Haupt-

text und in Anhang B angesprochenen Konzepte dienen.

A.1 Allgemeine Eigenschaften

A.1.1 Wellengleichung

Stationire ebene Wellen

qb(g,l‘) = gf&F (Al)
sind die Elementarlésungen der zeitunabhingigen Wellengleichung
A
—5 &)= E¢(r) (A2)
mit dem Laplace-Operator
62 62 62

A= —+—+ .
822t oyt 5
Die Energie-Eigenwerte E sind
polp
o 2 g .
I'bene Wellen bilden eine vollstindige orthogonale Basis

Jir stary sgn) = farilE 0T

= (2n)’ (g’ — 8) »
wobei § die Diracsche Delta-Distribution'bezeichnet. In der Quantenmechanik hat die
Wellengleichung ihre Entsprechung in der stationiren Schrédingergleichung eines freien

IBine ausfiihrliche Diskussion von Distributionen iibersteigt den Rahmen dieses eher technischen
Anhangs. Es wird empfohlen, die mathematisch korrekten Definitionen und Ableitungen einem der
I.chrbiicher zur theoretischen Physik, wie z. B. [105] zu entnehmen.
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Teilchens. Da ebene Wellen nicht normierbar sind, mu man die Elementarlésungen zu

einem Wellenpaket superponieren, um eine normierbare Wellenfunktion zu erhalten
1 - ;
3 igr
P(r) g / g Y(g)e

Da die Wellengleichung eine lineare Differentialgleichung ist, sind auch die Wellenfunk-
tionen t(r) Lésungen von ihr.

Ebene Wellen sind aber nicht nur Lésungen der potentialfreien Schrodingergleichung,
sondern auch fiir den Fall, dal das Potential stiickweise konstant ist (mit der Verallge-
meinerung komplexer g-Vektoren), und fiir den Fall periodischer Randbedingungen.

A.1.2 Periodische Randbedingungen

Die Schrédinger-Gleichung eines freien Teilchens in periodischen Randbedingungen wird
ebenfalls durch ebene Wellen gelést. In diesem Fall sind die Wellenvektoren G, die die
ebenen Wellen

gb(G,l‘) = eiGl‘
charakterisieren, quantisiert

27 2 27
G= (L—1k1,L—2k2,L—3k3) kl,kz,k;; cZZ y

wobei Ly, Ly, L3 die Seitenlingen des periodisch wiederholten orthorombischen Volumens
() sind. Die periodischen Wellenfunktionen freier Teilchen in € haben dann die Form

L S~ (@) «iGr
¥r) =g > (6 CT
e
Umgekehrt erhalt man die Koeffizienten 9(G) aus (r) durch

BH(G) = [dr (r) e ICT |
/

A.2 TFourier-Transformation

Im letzten Abschnitt wurde deutlich, daB die Darstellungen von Wellenfunktionen im
Ortsraum im dazu reziproken Raum der Wellenvektoren Zquivalent sind, und sich auf-

einander abbilden lassen. Die Abbildungen zwischen den Darstellungen sind die Fourier-

2

Transformationen®, weshalb man auch vom reziproken Raum als dem Fourier-Raum und

Die in diesem Abschnitt angegeben Definitionen und Eigenschaften dienen lediglich als technische
Referenz fiir die im Haupttext benutzten Konzepte und Notationen. Es wird wiederum empfohlen, die
mathematisch korrekten Definitionen und Beweise einem der Lehrbiicher zur theoretischen Physik, wie
z. B. [105] zu entnehmen.
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von der Darstellung einer Funktion im reziproken Raum als den Fourier-Komponenten
spricht. Aufgrund der physikalischen Interpretation nennt man den reziproken Raum auch

Impulsraum.

A.2.1 Definition

Die zueinander inversen Fourier-Transformationen (FT) im dreidimensionalen kontinuier-

lichen Raum sind definiert als

£0) = P10 = 155 [ds F(@) & (A3
f(&) = PTifl(e) = [dr 1(x) eiE" (A4

A.2.2 Eigenschaften

Reziprozitit

Die Fourier-Transformationen (A.3) und (A.4) sind zueinander invers
f(@) = FT[FTIA] &)
f() = FT[FTI]] =) - (A.5)

FT von Ableitungen
Die Fourier-Transformation einer abgeleiteten Funktion ist
a

rr|() 1] = o) e (A5)

Transformation des Produktes in eine Faltung

Unter einer Faltung zweier Funktionen g, h versteht man den Ausdruck

lg 0 h](x) = /dy a(x— y)h(y) .

Die Fourier-Transformation eines Produktes zweier Funktionen ergibt eine Faltung der

Fourier-Transformierten

FT[gh] = §oh (A7)

Transformation einer reellen Funktion

['iir die Fourier-Komponenten f (g) einer reellen Funktion f gilt

f(—g) = fg)" . (A.8)
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A.2.3 Diskrete Fourier-Transformation

In Abschnitt A.1.2 wurde bereits angesprochen, daf der reziproke Raum bei Anwendung
von periodischen Randbedingungen im Ortsraum diskret wird. Man spricht dann vom

reziproken Gitter. Die Fourier-Transformationen haben dann die Form

1) = DFT[fI(r) = 5 3 f(@) eiCF (A.9)
G
f(@) = FT1A(@) = far sy G (A.10)

In der ersten der beiden Gleichungen ist das Integral in eine Summe iiber das unend-
lich ausgedehnte reziproke Gitter iibergegangen. Die zweite Gleichung bleibt fast un-
verdndert. Allerdings erstreckt sich die Integration nur noch {iber die Einheitszelle des
periodischen Systems, und als Argumente der Fourier-Transformierten kommen nur noch
die G-Vektoren des reziproken Gitters in Frage.

Die Asymmetrie zwischen dem kontinuierlichen Ortsraum und dem diskreten reziproken
Gitter wird aufgehoben, wenn man zusétzlich zu den periodischen Randbedingungen einen
Ebene-Wellen-Cutoff G¢ einfithrt. Das bedeutet, daB man nur solche G-Vektoren beriick-
sichtigt, deren Komponenten kleiner sind als der Cutoff G, G, G3 < G¢. Alternativ zum

Cutoff kann man auch eine Cutoff-Energie
1
Ec = 5 G%

vorgeben. Im Ortsraum entspricht die Einfiihrung des Ebene-Wellen-Cutoff einer Diskre-
tisierung des Raumes mit dem Gitterabstand
™
d=—.
Ge
Damit hat man nun sowohl fiir den Impulsraum als auch fiir den Ortsraum eine Darstel-
lung als diskretes, endliches Gitter

R = (dj1,dj2,djs) 73:=0,...,N—1
2w 2w 2m
G= (L—lkl,L—Zkz,L—Bke,) k= —Ni/2,...,NiJ2 .
Die Fourier-Transformationen sind nun wieder ein-eindeutige Abbildungen zwischen Funk-

tionen auf dem Ortsraum- und dem Impulsraum-Gitter.

f(R) = FFT[f|(R) = %Z () iGR
G

7(@) = FFT[f(G) = T 3 f(R)eICR | (A.11)
R
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mit N = N;N;Ni. Es sind diese Fourier-Transformationen, die in der QUICKSTEP-
Implementierung der GAPW-Methode durch FFT ausgefithrt werden, und dadurch den
effizienten Darstellungswechsel zwischen dem Ortsraum und dem Raum der Wellenvekto-

ren ermoglichen, der ein ganz wesentlicher Baustein der GAPW-Methode ist.
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Anhang B

Gaufl-Funktionen

Es kommt nicht von ungefahr, daff die GauB-Kurve zusammen mit ihrem ,Entdecker”
Carl-Friedrich GauB auf dem deutschen 10-DM-Schein abgebildet ist. Zwar verdankt die
GauB-Kurve ihre Berithmtheit vor allem ihrer Bedeutung fiir die Statistik, wo sie die
Normalverteilung von Zufallsgrofien beschreibt, dariiberhinaus zeigen GauB-Funktionen
jedoch eine ganze Reihe auBergewdhnlicher Eigenschaften, die sie unter den elementaren
Funktionen auszeichnen.

In den verschiedenen Abschnitten dieses Anhangs sollen die wichtigsten grundlegenden
Eigenschaften und diejenigen, die eine besondere Bedeutung im Hinblick auf die GAPW-
Methode haben, kurz dargelegt werden.

B.1 Allgemeine Eigenschaften
Als GauB-Funktionen bezeichnet man Funktionen des Typs
9(2) = Pz — Xa)e~ol® = Xa), (B.1)

wobei P ein beliebiges Polynom ist. Der Parameter X4 legt das Zentrum der Gauf-
Funktion fest. Ist P ein Monom

Pz~ Xa) = (z—Xa)',

spricht man von einer primitiven GauB-Funktion. Eine solche Gauf-Funktion ist sym-
metrisch (1 gerade) oder antisymmetrisch (1 ungerade) beziiglich des Zentrums X 4. Der
Exponent a bestimmt das asymptotische Verhalten der Gaufi-Funktion. Ein grofier Ex-
ponent bewirkt ein schnelles Abfallen der Funktion und damit eine geringe Ausdehnung.
Umgekehrt sind GauB-Funktionen mit kleinem Exponenten stark ausgedehnt und haben

einen flacheren Verlauf.

117
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B.1.1 Der lineare harmonische Oszillator

Gaufi-Funktionen treten in Form der Hermiteschen Funktionen als Lésungen des linearen

harmonischen Oszillators auf. Das Problem wird durch die Gleichung
d? 2
{gmj -z +<n}Xn(I) =0

definiert, wobei x,(z) die Wellenfunktionen eines Teilchens in einem Parabelpotential
V' o< 2? beschreibt. Entsprechend ¢, = 2n +1, n = 0,1,2,... erhilt man als Lésung der
Gleichung

xo(@) = Ha(e) e /2,

mit den Hermiteschen Polynomen

Ho(z) = 6%°/2 (x _ i)"e—ﬁm _

B.1.2 Ableitung

Die Ableitung einer primitiven Gaufi-Funktion nach der Ortskoordinate ist eine Gauf-

Funktionen der Form

a% (2 —Xa) e~a(x - Xa)?
= (L(z— Xa)'7" = 20(z — X4)1*1) e~z — Xa)? fir I >0 (B.2)
—2a(z — X,)H+t ez — Xa)? fiar [ = 0 '

mit demselben Exponenten. Der Grad der resultierenden Monome ist um eins héher bzw.
niedriger als der des urspriinglichen Monoms.

B.1.3 Produkt
Das Produkt zweier primitiver Gauf-Funktionen ergibt wiederum eine Gaufl-Funktion.

go = (2~ Xa)ee=o(z = Xa)

o = (z— Xp)* e Alz —Xp)?

Gab = GaGp = (z— Xa)o(z — Xp)o & e (a+ )z - Xo)* ; (B.3)
mit
o
K = €exp <—$(XA - XB)2)

_aX4+p0Xp

Xc ot f
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Der Exponent der Produkt-GauB-Funktion ist die Summe der Exponenten der Faktoren.
Dabher ist ein Produkt von GauB-Funktionen immer stirker lokalisiert als jeder der Fak-
toren. Das Zentrum des Produktes liegt auf der Strecke, die die Zentren der Faktoren
verbindet. Es ergibt sich als das mit den Exponenten gewichtete Mittel der Zentren der
Faktoren. Das Produkt der Gaufi-Funktionen ist umso stirker gedimpft, je weiter die
Zentren der Faktoren auseinanderliegen. Der Vorfaktor x des Produktes fallt exponentiell
mit dem Quadrat des Abstandes ab. Bei der Multiplikation der Gau-Funktionen ergibt
sich der Grad des Polynoms im Produkt als die Summe der Grade der Monome in den
Faktoren.

B.2 Gauf-Funktionen als Basis fiir Wellenfunktionen

Wellenfunktionen atomarer und molekularer Systeme zeigen ein asymptotisches Verhalten,
daB durch Slater-Funktionen

() e

beschrieben wird. Dennoch haben sich Slater-Funktionen als Basis-Funktionen fiir mo-
lekulare Ab-initio-Rechnungen nicht durchsetzen kénnen. Der Grund liegt darin, daf§
cinige Matrixelemente des Hamilton-Operators eines molekularen Systems mit Slater-
Funktionen sehr schwierig auszuwerten sind. Gerade darin liegt aber der unschéatzba-
re Vorteil von GauB-Funktionen. Aufgrund der oben geschilderten Eigenschaften lassen
sich Algorithmen zur analytischen Integration von Matrixelementen konstruieren'. Diese
auBerst efizienten Algorithmen sind Kernbestandteil fast aller bekannten Quantenchemie-
Programmpakete. Eine weitere Voraussetzung fiir den Erfolg der GauB-Funktionen als
Basisfunktionen ist die Tatsache, dafi man das Slater-artige asymptotische Verhalten mo-
lekularer Wellenfunktionen durch Linearkombinationen von primitiven Gau-Funktionen,
deren Iixponenten eine geometrische Reihe bilden, iiber eine relativ grofe Langenska-
la hinweg sehr gut anndhern kann. Die daraus resultierende Genauigkeit der Basisitze
hat in Verbindung mit der Effizienz der Integrationsalgorithmen dazu gefithrt das Gauf-
Funktionen die am hiufigsten verwendeten Basisfunktionen in der Quantenchemie gewor-

den sind.

B.2.1 3-dimensionale Gaufl-Funktionen

Damit GauB-Funktionen als Basisfunktionen dienen konnen, miissen sie als 3-dimensionale

Objekte definiert werden. Dabel unterscheidet man zwei Ansitze. Die erste Moglichkeit,

Isieche Abschnitt B.3
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die sich anbietet ist, ein dreifaches Produkt eindimensionaler Gau-Funktionen zu bilden.

Man bezeichnet die resultierende Funktion
0a(r) = (5 — Xa)*=(y — Ya)» (2 — Za)*= =@ (& = XaV' + (W = YaP + (2 = Za)’)
= (r—Ra)* et~ Ra)? (B.4)

als kartesische Gaufi-Funktion. Die zweite Moglichkeit besteht darin, nur den Radialteil
der Funktion als GauB-Funktion wahlen und den Winkelanteil durch Kugelflichenfunk-
tionen festzulegen

gi™(r) = 5™ (r — Ry) |r — Ryt —lr — Ral® (B.5)

Diese Variante bezeichnet man als sphirische Gauf-Funktion. Die Symbole $™ bezeich-
nen die reellen Kugelflichenfunktionen, wie sie in Abschnitt C.1 definiert sind.

Wahrend die kartesischen Gaufi-Funktionen in die kartesischen Koordinaten z,y,z
separierbar sind, sind die sphirischen Gau$-Funktionen in die sphirischen Koordinaten
r, 0, ¢ separierbar. Insbesondere sind sie Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators mit der
Drehimpulsquantenzahl £ und der magnetischen Quantenzahl m. Dennoch spricht man
auch bei den kartesischen GauB-Funktionen von Funktionen eines bestimmten Drehimpul-
ses {. Gemeint ist damit die Ordnung |a| = az+ay+a, des Monoms (r—R4)?. Der Grund
dafiir ist, daB es eine lineare Abbildung S¥™ zwischen den kartesischen Gauf-Funktionen
der Ordnung £ und den sphérischen Gaufi-Funktionen zum Drehimpuls ¢ gibt

gm(r) =) Simau(r) . (B.6)

lal=¢

Die Koeffizienten S“* sind in Tabelle B.1 angegeben. Diese Abbildung ist jedoch nicht
ein-eindeutig, da nicht alle kartesischen Gauf-Funktionen linear unabhingig voneinander
sind. So gibt es (£ + 1)(£ 4 2)/2 kartesische und 2/ + 1 spharische Funktionen mit dem
Drehimpuls £. Aus diesem Grund benutzt man meist die spharischen Gau-Funktionen als
Basisfunktionen. Konkrete Operationen wie die numerische oder analytische Integration
werden jedoch in den kartesischen Funktionen ausgefithrt, da diese in die Anteile der drei
Koordinatenrichtungen separiert werden konnen, und anschlieBend auf sphérische Form

transformiert.

Die in den letzten Abschnitten abgeleiteten Formeln fiir Produkte und Ableitungen von
eindimensionalen Gauf}-Funktionen verallgemeinern sich direkt auf 3-dimensionale karte-

sische Gauf-Funktionen, wenn man die Ortskoordinaten als Vektor interpretiert.

B.2.2 Kontraktionen

Primitive Gaul-Funktionen sind an sich noch keine orbitalahnlichen Basisfunktionen. Erst

die Linearkombination einiger Primitiver mit unterschiedlichen Exponenten kann Funktio-
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1 T y z x? zy y? Tz yz 2%
s |V
P vz
Po 43—“
m i

= 28 5
d() 167 16m 4am
—15
dl 4w
15 -15
dy \ 16x 167
z3 :tzy xy2 y3 z?z TYyz y"’z zz? yz2 23
f —315 35
-3 327 327
f 105
-2 4am
f 21 21 =21
-1 327 327 2r
j' =63 —63 7
0 167 16m ar
i 21 21 =21
! 327 327 2m
f 105 —105
2 16w 167
f: =35 315
3 327 327

Tabelle B.1: Koeffizienten S‘™ der Abbildung von kartesischen zu sphirischen GauB-

Funktionen.

nen beschreiben, die Orbitalcharakter haben. Es ist also notwendig, relativ viele primitive
GauB-Tunktionen fiir eine qualitativ hochwertige Rechnung zu verwenden. Aufgrund der
funktionalen Form der GauB-Funktionen kann dies bei molekularen Systemen zu linearen
Abhingigkeiten in der Basis fithren. Dariiberhinaus erfordert eine grofie Zahl von Basis-
funktionen einen hohen Aufwand bei der Losung der Hamilton-Gleichung des Systems. So
skaliert z. B. die Diagonalisierung des Hamilton-Operators in einer Basis mit der dritten
Potenz der Anzahl der Basisfunktionen.

Beide Probleme kénnen wesentlich verringert werden, indem man kontrahierte Gauf}-

Hasisfunktionen benutzt, die aus orbitaldhnlichen Linearkombinationen bestehen

Pin@) = Y Cou i)
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= ()t Y G e (B.7)
J

In diesen Linearkombinationen sind jeweils nur Funktionen einer einzigen Winkelsym-
metrie, aber mit unterschiedlichen Exponenten, vertreten. Im allgemeinen werden die

Koeffizienten so gewéhlt, daf die Basisfunktionen ¢, der Normierung

/dr lou()f =1 (B.3)

gentigen. Man unterscheidet mehrere Typen von Kontraktionen:

Allgemeine Kontraktion (,,General Contraction*)

Fiir jede Drehimpulsquantenzahl £ steht ein Satz von Primitiven mit den Exponenten
of,...,af, zur Verfiigung. Die Basisfunktionen werden als Linearkombination aller vor-

handenen Primitiven gebildet
ﬂ-l
er(r) =) Ciu gi™(x)
=1

'ﬂl e
) I e ol (B.9)

=t
Segmentierte Kontraktion (,,Segmented Contraction®)

Auch hier steht fiir jede Drehimpulsquantenzahl £ ein Satz von Primitiven mit den Ex-
ponenten a{,...,aﬁ . zur Verfiigung. Die Exponenten werden jedoch noch in Gruppen

unterteilt, so dafl jede Basisfunktion nur einen Teilbereich der Exponenten nutzt

ju
ofm(r) = Y Cju g™ (r)

=iy

if
= Syt 3 Gy T (B.10)
i=ift

Auf diese Weise entsteht eine flexiblere Basis, die jedoch auch mehr Funktionen enthalt.
AuBerdem sind die Funktionen nicht mehr orbitaldhnlich. Es ist aber mit diesem Typ der
Kontraktion moglich, den inneren und den Valenzbereich der Elektronenschalen zu tren-
nen. Dies wird vor allem praktiziert, um aus den Exponenten im Valenzbereich mehrere
Basisfunktionen zu bilden, wihrend man fiir den inneren Bereich nur eine einzige Funk-
tion hat. Diese Art der Kontraktion wird hauptséchlich fiir All-Elektronen-Rechnungen
eingesetzt. Entsprechend der Anzahl von Basisfunktionen im Valenzbereich spricht man

von ,,Single Zeta“-, ,Double Zeta“-, ,Triple Zeta-“ etc. Basissitzen.
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Geteilte Exponenten (,,Shared Exponents®)

Diese Art der Basis wird auch Familien-Basis (,, Family Basis“) genannt. Bei dieser Kon-
traktion verwendet man denselben Satz von Exponenten aj, ..., e, fir alle Drehimpulse.

Alle Basisfunktionen sind allgemeine Kontraktionen mit allen Exponenten
e (x) = Ciw g™ (r)
=1
= =3
=Y i e, (B.11)
=1

B.2.3 Polarisationsfunktionen

Normalerweise werden Basisfunktionen in atomaren Rechnungen generiert. Dabei erhilt
man Funktionen zu allen Drehimpulsen, die in dem entsprechenden atomaren System
vorkommen. Um die Flexibilitdt der Basis zu steigern, fiigt man fiir molekulare Rech-
nungen haufig einzelne primitive GauB-Funktionen zur atomaren Basis hinzu, die zum
néachsthcheren Drehimpuls gehoren. Man nennt diese zusitzlichen Basisfunktionen Pola-
risationsfunktionen. Der Name riihrt daher, daf$ diese Funktionen der Basis die Freiheit
geben sollen, eine Polarisation der Ladungsverteilung zu beschreiben, wie sie das elek-
trische Feld einer molekularen Umgebung induziert. In erster Naherung kann dieses Feld
als homogen angenommen werden, so daf die entsprechende Anderung der Orbitale Ay

durch den Gradienten der Basisfunktionen wiedergegeben wird

AY(r) o V,ep(r) .

Gemal der Formeln fiir die Ableitung beinhaltet der Gradient auch Anteile des jeweils
nichsthoheren Drehimpulses. Da diese Anteile fiir den hochsten im Atom vorkommenden
Drehimpuls nicht in der Basis enthalten sind, miissen sie in Form der Polarisationsfunk-
tionen hinzugefiigt werden. Wenn man dies Konzept konsequent verfolgt, mufl man als
Polarisationsfunktionen eigentlich die rdumlichen Ableitungen der Basisfunktionen zum
héchsten vorkommenden Drehimpuls verwenden. In der Praxis hat es sich jedoch als
ausreichend erwiesen, diese Ableitungen nur grob durch ein oder zwei primitive Gaufl-

Funktionen anzunahern.

B.2.4 Diffuse Funktionen

Die Tatsache, da das asymptotische Verhalten molekularer Wellenfunktionen durch
GauB-Funktionen nicht exakt wiedergegeben werden kann, wurde bereits in vorange-
henden Abschnitten diskutiert. Die Beschreibung ist jedoch umso besser, je mehr Pri-

mitive mit immer kleineren Exponenten in der Basis enthalten sind. Da das Verhalten
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der Ausldufer der Wellenfunktionen fiir die Bindungssituation eines molekularen Systems
meist eine untergeordnete Rolle spielt, enthalten die meisten Basissitze kaum Exponenten,
die Kleiner als etwa 0.1 sind. Dies stellt einen guten Kompromif§ zwischen Kompaktheit
und Genauigkeit der Basisitze dar. In denjenigen Fillen, in denen eine genaue Beschrei-
bung der weiter aulen liegenden Bereiche der Wellenfunktion von Bedeutung ist, figt
man der Basis diffuse primitive Gaufl-Funktionen hinzu, deren Exponenten entsprechend

kleiner sind, als die bereits vorhandenen.

B.3 Analytische Integrale mit Gauf3-Funktionen

Der Erfolg von Gaufl-Funktionen als Basisfunktionen in der Quantenchemie begriindet
sich vor allem darauf, daB man fiir sie effiziente Algorithmen zur analytischen Integra-
tion von Matrixelementen konstruieren kann. Auch in der Implementation der GAPW-
Methode in QUICKSTEP spielen diese Algorithmen eine wesentliche Rolle. Sie beruhen
allesamt auf Rekursionsrelationen fir kartesische GauB-Funktionen, die es erméglichen,
ausgehend von Integralen mit Funktionen vom s-Typ die Integrale fiir héhere Drehimpulse
abzuleiten.

In den folgenden Abschnitten werden die elementaren Relationen abgeleitet, die den
Rekursionalgorithmen zugrundeliegen, und es werden Rekursionsformeln fiir alle wichtigen
Matrixelemente der GAPW-Methode angegeben.

B.3.1 Elementare Operationen

Rekursionsformeln sind Formeln, die lineare Verkniipfungen zwischen Matrixelementen
herstellen, deren beteiligte Primitive unterschiedliche Drehimpulse haben, in der Weise,
daf} eines der Matrixelemente einen héheren Drehimpuls enthélt als alle anderen. Die-
ses Matrixelement 148t sich dann als Linearkombination der anderen Matrixelemente mit
niedrigeren beteiligten Drehimpulsen darstellen. Auf diese Weise kann man, ohne die Inte-
gration wirklich auszufiihren, ein Matrixelement berechnen, wenn man die Matrixelemente
mit niedrigeren Drehimpulsen kennt. Ist die Relation unabhangig vom absoluten Wert der
Drehimpulse, kann dieselbe Relation immer wieder eingesetzt werden, um Matrixelemen-
te mit immer hoheren Drehimpulsen auszurechnen. Das einzige Integral, das tatsachlich
ausgewertet werden muf, ist das Startintegral. Meist ist dies das Integral, an dem nur
Funktionen vom s-Typ beteiligt sind.

Die hier verwendete Notation und viele der Rekursionformeln, die abgeleitet werden, basie-
ren auf der Arbeit von Obara und Saika [87]. Darin werden in einer Bra/Ket-Schreibweise
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mit runden Klammern primitive kartesische Gau-Funktionen mit

|2) = ga(r)
= (r— Ry e~ R, (B.12)

und Matrixelemente zwischen Primitiven mit
(a]O|b) = /dr 9.(r)0 gi(r) (B.13)
bezeichnet. Der Differenzvektor der Zentren der beteiligten Primitiven wird mit
R=R,—Rp

bezeichnet.

Um Rekursionsformeln abzuleiten, benotigt man Operationen, die die Drehimpulsindices
der Primitiven im Matrixelement absenken oder anheben. Von diesen Operationen zur
Manipulation der Drehimpulsindices der Primitiven gibt es im wesentlichen zwei. Die erste
davon ist die Index-Verschiebung. Dabei wird durch einfache algebraische Umformung der
Drehimpulsindex auf der einen Seite des Matrixelements angehoben und auf der anderen
Seite abgesenkt. Als Beispiel dient hier ein Matrixelement der Uberlapp-Matrix:

(allb+ 1) = (al|(r: — Rp;:)b)
=(a|r; — Rai+ Ra; — Rp;)|b)
=(a|ri— Ra;i|b) + (a| Ra;i — RBp,i|b)
~ @+ LlIb)+ Riallb) - (B.14)
Wie der Name schon sagt, gewinnt man durch diese Operation nichts, da sie sich nicht
als echte Rekursionsrelation gebrauchen 1a8t. Sie dient jedoch als wichtigstes Mittel zur

Ableitung echter Rekursionrelationen. Analog zu (B.14) 148t sich die Index-Verschiebung

fiir alle Operatoren, die ausschliefilich von r abhingen, ableiten:

(alO(r)|b +1;) = (a+ 1;|O(r)|b) + R; (a|O(r)| b) . (B.15)
I henso g!lt
ik o o oy
(a|z=|b+ 1) = (a+Li|z5|b) + Ri(a|z=|b) firi#7. (B.16)
or} o or?
Nur cin wenig komplizierter ist die Ableitung von
(a] E |b+1;) = (a+1~|—a—|b)+Ri (a|i|b)+(a||b) (B.17)
a’,",' : ; (37‘.' 67‘1'
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und

(@|T|b+ 1) = (a+ L|T|b) + Ri (a|T|b) — (ala%lb) , (B-18)

mit dem Operator der kinetischen Energie T'= —A/2.

Die zweite Operation zur Indexmanipulation ist die Ableitung. Man nutzt hierbei aus, dafl
die Matrixelemente als Integrale iiber den Ortsraum nicht von der Integrationsvariablen
abhingen

53:- (alO]b) =0 . (B.19)

Als Beispiel dienen wiederum die Uberlappmatrixelemente:

9
—3r,<

9 9
= (5Ea||b)+ (all b?,—b)

= a; (a—l,]|b)—2a(a+1,||b)
+b (a|]|lb—1;)—28 (al|lb+1;).

0 (allb)

Soweit wurde nur von den Regeln (B.2) zur Ableitung einer kartesischen Gauf-Funktion
Gebrauch gemacht. Wendet man nun auf den letzten Term dieser Gleichung die Index-
verschiebung an erhilt man

0= a; (a—l,-||b)-—2a(a+1,—||b)
+b (allb—1)
—26[ (a+1i|Ib) + Bi(al|b) | . (B.20)

Dies ist nun eine echte Rekursionsrelation, wie man nach Umstellen der Terme erkennt

a; bi
(a+1Li]lb)= ot h) (a—1i||b)+m
B
= R; (a|b) . (B.21)

(allb—1:)

Nach demselben Prinzip, allein durch Anwenden der Ableitung und anschlieflendem Ein-
setzen der Index-Verschiebung, lassen sich Rekursionsformeln fiir simtliche Matrixele-

mente ableiten, die in der GAPW-Methode vorkommen. Diese Rekursionsformeln sind im

nichsten Abschnitt zusammengefafit.
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B.3.2 Rekursionsrelationen verschiedener Matrixelemente

Das allen hier dargestellten Rekursionsalgorithmen gemeinsame Vorgehen besteht darin,
daB man zunichst die Integrale des jeweiligen Operators O zwischen allen Primitiven vom
s-Typ

(0.]0]0,) = /dr e ®r—RaY § ¢~A(r-Rp)* (B.22)

berechnet. AnschlieBend wendet man die Rekursionsalgorithmen solange an, bis man alle
benotigten Integrale berechnet hat. In diesem Abschnitt werden die Startintegrale und
Rekursionsformeln fiir die Matrixelemente der GAPW-Methode angegeben.

1. Uberlappmatrix

Startintegral:
10 = (-7 e {--% (B.23)
o) ={75) =P {515 -
Rekursionsformel:
(a+Lllb) = =5 (a = L||B) + 57— (al|b- 1)
a+l; =— _(a—1; —  (al||lb-1;
2(a + B) 2(a +8)
F_p
"o+ R; (a||b) (B.24)

2. Kinetische Energie

Startintegral:
Olﬂ aﬁ 2
0,70y = 3-2——R 0.0 B.25
©u1z10) = 225 (3225 ) @ll0y (B.25)
Rekursionsformel:
a; b,‘
L|TIb)=————(a—L|T|b)+ m—— (a|T|b—-1;
(@4 1LITIb) = 5 (2= LITIb) + 5 (alT(b - 1)
. P
L R alTIb) + 55 algib) (B.26)
4. Pseudopotential

Der nicht lokale Anteil des Pseudopotentials in der Form von S. Goedecker [79,80] er-
fordert lediglich Uberlappintegrale zwischen Basisfunktionen und den Gauf-Projektoren
dew Potentials, die sich mit den unter 1. angegebenen Relationen berechnen lassen. Der
Fehlerfunktionsterm im Pseudopotential wird in der GAPW-Methode zu einem Coulom-
Lintegral nmgeformt2. Die entsprechenden Relationen werden weiter unten angegeben.

[1ie lolgenden Rekursionsrelationen beziehen sich auf den lokalen Anteil des Potentials.

iche Abschnitt 3.3 in Kapitel 3
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Hier treten 3-Zentren-Uberlappintegrale zwischen Gauf-Funktionen auf, bei denen der
Index der mittleren Funktion wegen der Form des Potentials nur gerade Werte annimmit.

Startintegral:
atp { (e+8h }
0,]0.|0) = [ —=— ————_(P-Rg)*; (0,]]0 B.27
10100 = (222 ) e {-LEN e rop@illo) @21
Rekursionsformel:

(a+1ile|b) = H; (alc|b)

a; b;
PN, SOy O P ] Y ORI - b-1
Harpry &N gy (lelb =1

i
—_— i|le—2 ; —2i|b .
L s wws, [(a+1,|c 2|b) + Ji (a]c — 2| )] (B.28)

Dabei wurde benutzt:
P:aRA+ﬂRB
a+pf
H= PR+ yRe — (B +7)Ra
at+ B+
J:RA——RC

4. Coulomb-Integrale

Coulomb-Integrale kommen in der GAPW-Methode in vielféltiger Form vor. Sie treten als
Ein-Zentren-Zwei-Elektronen-, Ein-Zentren-Zwei-Gauf-Funktionen-, Zwei-Zentren- und
Drei-Zentren-Integrale auf. All diese Spezialfille konnen jedoch mit derselben Rekursions-
formel behandelt werden. Bei der Rekursion werden Hilfsintegrale gebraucht, die durch
einen zusitzlichen Index (m) gekennzeichnet sind. Es gilt:

(ab,cd) = (ab,cd)™="

Startintegral:

(0205, 0,04)™ = 2 (g)l/2 (04 110) (0.]102) Fin(T) (B.29)

Rekursionsformel:
(a+1;b,cd)™
= K; (ab,cd)™ + (W; — ) (ab,cd)™+"

Gifa 1. m) _Pa_1, (m+1)
—|—2 [(a 1;b,cd) C(a 1;b,cd) ]
b; p
—l(ab—1;,cd)™ - £ (ab — 1;,cd)™
+2C[(ab ,cd) C(a cd) ]
¢ d;
1+ (ab,c—1L;d)™) 4 *_(ab,cd —1;)(m+V B.30
A+ T ST ) (B-30)
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Dabei wurde benutzt:

(n
<=a+ ’ = +57 =% 4 =
B, n=x P=Tn
_aRa+SRg
a+p
_YRc+4Rp
SRl e
K=P-Ry
_(P+1Q
C+n
T=pP -Q)

1
Fo(T) = / dt 2™ exp{~Tt?)
0
Die unvollstindige Gamma-Funktion F,,(T') wird mit einer Routine von J. Alml6f berech-

net.

5. Semi-analytische Berechnung der Matrixelemente des Kohn-Sham-
Potentials

Die Rekursionsformeln fiir die Matrixelemente des Kohn-Sham-Potentials wurden in Ab-
schnitt 3.4.3 ausfiihrlich diskutiert. Sie werden hier der Vollsténdigkeit wegen nochmals
aufgefithrt.

Startintegrale:

(04| Vis(r) | 0s) (B.31)

Die Startintegrale werden auf dem FFT-Gitter in der Impulsraum- oder Ortsraum-
Darstellung ausgewertet.

Rekursionsformel:

B
a+pf
a; m
+‘2(—a'+—)(a —1;| Vs | 08)

(a+1;| Vi |0p) = Ri(a| Vs |08)

1 m+1;
+W(a | Vs | 0B) (B.32)

Dabei wurde benutzt:

R=0;-R

(&) (2 (@) o

I e
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B.4 Gauf3-Funktionen und ebene Wellen

Die GAPW-Methode basiert ganz wesentlich auf der Darstellung von Gauf-Funktionen
in ebenen Wellen und auf der Manipulation der GauB-Funktionen in der dazu dualen
Ortsraum-Darstellung auf dem FFT-Gitter. Dabei erweisen sich die GauB-Funktionen in
Bezug auf die damit verbundenen Niherungen als duflerst gut kontrollierbare Objekte.
Die folgenden Abschnitte beleuchten noch einmal genau, wo die sensiblen Punkte bei der
numerischen Manipulation von Gauf-Funktionen liegen, und analysieren die Griinde fiir
die Robustheit, die GauB-Funktionen dabei aufweisen.

B.4.1 Analytische Fourier-Transformation von Gauf3-
Funktionen

Einige der Erfahrungen mit der numerischen Manipulation von GauB-Funktionen kénnen

verstanden werden, wenn man die Fourier-Transformierte einer Gauf-Funktion

flz) =m0z’

betrachtet:
= 2
flgg=e"39 . (B.33)

Die Fourier-Transformierte einer GauB-Funktion ist wiederum eine Gauf-Funktion. Sie
hat sowohl im Ortsraum wie auch im Impulsraum dasselbe asymptotische Verhalten,
und ist daher in beiden Riumen optimal lokalisiert. In der Quantenmechanik bezeich-
net man diese Tatsache mit dem Begriff des ,, Wellenpakets minimaler Unschéarfe“. Jede
andere Funktion, die in einem der Riume besser lokalisiert ist, bezahlt dies mit einer
wesentlich schlechteren Lokalisierung im dazu dualen Raum. Bezogen auf die numeri-
sche Manipulation von GauB-Funktionen bedeutet eine gute Lokalisierung im Ortsraum,
daB nur ein kleines Integrationsgebiet benotigt wird, und eine gute Lokalisierung im re-
ziproken Raum, daf lediglich ein niedriger Cutoff bzw. ein grofier Stiitzstellenabstand
erforderlich ist. Beides verringert die Anzahl der Stiitzstellen. Da Gauf-Funktionen den
optimalen Kompromif beider Lokalisierungen darstellen, erfordern sie, im Vergleich zu
anderen Funktionsklassen, ein Minimum an Gitterpunkten zu ihrer Beschreibung.

Verallgemeinert man die Form der betrachteten Gaufi-Funktion auf
f@) = (o= XaYemole = Xa)",
erhilt man die Fourier-Transformierte

flg) = (mif 2 o™ Pg)e 1 9 X (B.34)

B.4. GAUSS-FUNKTIONEN UND EBENE WELLEN 131

wobei P; ein normiertes Polynom vom Grad [ ist. Wie man Glg. (B.34) entnehmen kann,
ist das Lokalisierungsverhalten einer Gauf-Funktion im Orts- und Impulsraum dual zu-
einander und wird durch den Exponenten o parametrisiert. Der Exponent der Fourier-
Transformierten ist umgekehrt proportional zum Exponenten der urspriinglichen Gauf}-
Funktion. Ein grofier Exponent in der Ortsraumdarstellung bedeutet daher geringe Aus-
dehnung im Ortsraum und starke Ausdehnung im reziproken Raum. Umgekehrt ist eine
Gauf}-Funktion mit kleinem Exponenten im Ortsraum stark ausgedehnt und im Impuls-
raum stark lokalisiert. Man kann ein MaB fiir die Lokalisierung einer Gaufi-Funktion de-
finieren, indem man eine Schranke e vorgibt, unter die die Gaufi-Funktion abgefallen sein

muf}

flry<e firr>rc.

Der Radius r¢ ist dann der Lokalisierungsradius fiir diese Schranke. Es gilt im Ortsraum

exp (a zzc) X Egp

zc oc a2 (—log(el))? (B.35)

und im Impulsraum

gc o o/? (—4log(e,))? . (B.36)
Iiir den Ebene-Wellen-Cutoff E¢ gilt dementsprechend
Eocxgixa. (B.37)

I gibt also fiir jede Gauf-Funktion entsprechend der vorgegebenen Genauigkeit einen
charakteristischen Ebene-Wellen-Cutoff, der direkt proportional zum Exponenten ist.
Diese Betrachtung liefert die theoretische Begriindung fiir die Skalierbarkeit der nu-

merischen Integration, die im Mehrgitterverfahren® angewendet wurde.

B.4.2 Gaufl-Funktionen auf dem Gitter

Neben den vielen bekannten Aspekten, die GauB-Funktionen fiir die Verwendung als Ba-
isfunktionen fiir atomare und molekulare Orbitale so interessant machen, und die in den
vorangehenden Abschnitten behandelt wurden, gibt es noch einen weiteren, der im Zusam-
menhang mit quantenchemischen Methoden wenig beachtet wird: Gauf-Funktionen eig-
nen sich hervorragend zur numerischen Integration auf reguldren kartesischen Gittern. Zur

['ntersuchung dieses Aspektes kann man sich auf den eindimensionalen Fall beschrénken,

‘wiche Abschnitt 4.9 in Kapitel 4
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da dreidimensionale Integrale iiber kartesische Gau$-Funktionen in eindimensionale se-
pariert werden kénnen. Weiterhin kann man den Exponenten der GauB-Funktionen auf
den Wert eins festlegen, da das Problem skaleninvariant ist. Die Anzahl der Stiitzstellen
der Integration berechnet sich als Quotient der Breite des Integrationsintervalls und des
Abstands der Stiitzstellen. GemiB der Feststellungen des letzten Abschnitts ist der Zéhler
proportional zu a~!/?, der Nenner aber nach Glg. (B.41) ebenfalls, so daf der Quotient
invariant unter Skalierung des Exponenten ist.
Das Objekt der Studie ist daher die Summe

3 abe, (B.38)

i=—n+l

wobei die Stiitzstellen z; nach der Gleichung
z; =1d+¢ (B.39)

iquidistant mit einem Offset ¢ zum Nullpunkt verteilt sind. Das exakte Ergebnis der

Integration lautet

/dz b= 32@(21 -1 fiir [ gerade (B.40)
R 0 fiir  ungerade .
Das darin auftretende Doppelfakultit-Symbol ist fiir ungerades m definiert als
(m41)/2
mi= ] @i-1.
j=1

Interpretiert man die numerische Integration (B.38) als Integration auf einem Ortsraum-
Fourier-Gitter, entspricht der Gitterabstand d in atomaren Einheiten einem Ebene-

Wellen-Cutoff in Rydberg von*
w

By= (3)2 (B.41)
Bei der Integration der GauBfunktionen gibt es zwei Fehlerquellen, die nahezu unabhéngig
voneinander das Resultat beeinflussen. Zum einen fiihrt die Diskretisierung des Integrals
zu einem Fehler, der mit zunehmendem Cutoff immer geringer wird. Zum anderen wird
durch die Begrenzung des Integrationsgebietes ein Teil der im Prinzip unendlichen Summe
vernachlissigt. Dieser Fehler wird mit zunehmender Ausdehnung des Integrationsgebietes
immer geringer.
Das Ergebnis der Integration hingt von einem weiteren Faktor ab. Es ist dies die

Position des Zentrums der Gau-Funktion im Gitter, hier reprisentiert durch den Offset

4sieche Abschnitt A.2.3
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Abbildung B.1: Der Logarithmus des relativen Fehlers der numerischen Integration einer GauB-
Funktion mit [ = 0 (oben) und [ =1 (unten) in Abhangigkeit von der Position des Zentrums
im Gitter. Der Offset des Zentrums ist im Verhaltnis zum Gitterabstand d angegeben. Die
Kurven entsprechen verschieden groBen Integrationsgebieten. Alle Kurven wurden mit einem
Exponenten von 1.0 mit einem Cutoff von 20 Rydberg berechnet.

e. Insbesondere im Falle der numerischen Integration iiber GauB-Funktionen mit unge-
radem [, deren analytisches Integral verschwindet, ist leicht nachzuvollziehen, daf eine
asymmetrische Lage der GauB-Funktion im Gitter zu einem nicht-verschwindenden Er-
gebnis fiihren kann. Die Abhingigkeit der numerischen Integration von der Verschiebung
des Zentrums ist in Abbildung B.1 dargestellt. Im vorliegenden Beispiel wurde mit einer

geraden Anzahl von Integrationspunkten gearbeitet. Das bedeutet, daff eine symmetrische
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Abbildung B.2: Der Logarithmus des relativen Fehlers der numerischen Integration einer GauB-
Funktion mit { = 0 bis [ = 5 in Abhingigkeit vom Ebene-Wellen-Cutoff Ec in Rydberg. Die
verwendete Zahlendarstellung , double precision” erlaubt eine Fehlerberechnung bis etwa 10715,

®

Lage der Integrationspunkte um das Zentrum der GauB-Funktion bei einer Verschiebung
um einen halben Gitterabstand d auftritt. Die Kurven innerhalb der Graphen unterschei-
den sich durch ihr Integrationsgebiet. Die oberste Kurve wurde jeweils mit dem kleinsten
Gebiet, bzw. mit der geringsten Anzahl von Punkten berechnet. Fiir die anderen Kurven
wurde sukzessive nach aufien hin je ein Integrationspunkt rechts und links hinzugenom-
men. Die Tatsache, daB die letzten beiden Kurven etwa den gleichen Fehler aufweisen, liegt
daran, daf der Beitrag der zusatzlichen Punkte vernachlissigbar wird. Die Genauigkeit
hingt dann nur noch vom Cutoff ab. Dieser Effekt wird in den folgenden Untersuchun-
gen noch deutlicher. Weiterhin kann man Abbildung B.1 entnehmen, daf die Variation
des Fehlers mit der Verschiebung des Zentrums gegen das Gitter wesentlicher geringer
ist als der Effekt der VergréBerung des Integrationsgebietes. Dariiberhinaus verringert
sich der EinfluB der Verschiebung mit ansteigendem Cutoff. Der EinfluBl der Verschiebung
des Zentrums kann daher als untergeordnet im Vergleich zur Bedeutung von Cutoff und

Integrationsgebiet gelten.
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Abbildung B.3: Der Logarithmus des relativen Fehlers der numerischen Integration einer GauB-
Funktion mit Exponenten a = 1 fiir [ = 0 bis { = 5 in Abhangigkeit von der Lange L des
Integrationsgebietes. Fiir Exponenten o ungleich eins skaliert die Lange wie L' = L/+/().
Die verwendete Zahlendarstellung , double precision” erlaubt eine Fehlerberechnung bis etwa
10715,

Zur Untersuchung®der Abhingigkeit des Integrationsfehlers vom Ebene-Wellen-Cutoff
wurde das Integrationsgebiet so grof gewihlt, dafl der daraus resultierende EinfluB auf
das Ergebnis irrelevant ist. Wie aus Abbildung B.2 hervorgeht, fillt der Integrationsfehler
exponentiell mit wachsendem Cutoff ab, bis die Grenze der numerischen Genauigkeit der
Zahlendarstellung des Computers erreicht ist. Weiterhin 148t sich feststellen, daf fiir die
gleiche Rechengenauigkeit ein etwa 2 Rydberg hoherer Cutoff benétigt wird, wenn man
den Drehimpuls um eins erhéht. In Abbildung B.3 sind die Ergebnisse einer Studie des
Einflusses des Integrationsgebietes dargestellt. In diesem Fall wurde der Cutoff so hoch
gewihlt, daB sein EinfluB vernachléssigbar ist. Die Kurven sind asymptotisch proportional
zu —const. x L2, entsprechen also im Charakter dem asymptotischen Verhalten der Gauf}-

Funktion. Wiederum gilt, daB ein hoherer Drehimpuls bei gleicher Genauigkeit eine etwas

5Fiir die folgenden Untersuchungen des Einflusses von Cutoff und Integrationsgebiet wurde der In-
tegrationsfehler fiir den jeweils ungiinstigsten Wert des Offset berechnet. Damit stellt der angegebene
Fehler immer eine obere Schranke dar.
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Abbildung B.4: Der Logarithmus des relativen Fehlers der numerischen Integration einer GauB-
Funktion mit [ = 0 in Abhangigkeit vom Ebene-Wellen-Cutoff E in Rydberg. Die Kurven ent-
sprechen verschieden groBen Integrationsgebieten. Die verwendete Zahlendarstellung , double

precision” erlaubt eine Fehlerberechnung bis etwa (i

konservativere Wahl der Parameter, in diesem Fall des Integrationsgebietes, erfordert.

Die nichste Studie soll noch einmal das Zusammenspiel von Ebene-Wellen-Cutoff und
Integrationsgebiet verdeutlichen. Abbildung B.4 zeigt wiederum den Integrationsfehler in
Abhingigkeit vom Ebene-Wellen-Cutoff, diesmal jedoch fiir verschieden grofle Integrati-
onsgebiete. Fiir niedrige Cutoff-Werte ist die Genauigkeit der Integration ausschlieBlich
vom Cutoff, d.h. von der Dichte der Integrationspunkte abhéngig, so daf} alle Kurven
iibereinanderliegen. Fiir sehr grofe Cutoff-Werte wird der Fehler dagegen unabhéngig vom
Cutoff ausschlieBlich dadurch bestimmt, wie groB der Anteil der Gauf-Funktion ist, der
auBerhalb des Integrationsgebietes liegt. Der Sigezahnverlauf, der um den mittleren Feh-
ler herum oszilliert, entsteht, weil mit wachsendem Cutoff der Abstand der Gitterpunkte
kleiner wird, und daher zusitzliche Punkte von aufien in das konstante Integrationsgebiet

hineinwandern.

Es hat also weder Sinn, einen hohen Cutoff zusammen mit einem kleinen Integrati-

onsgebiet zu wihlen, oder umgekehrt, einen niedrigen Cutoff mit einem groflen Integra-
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Abbildung B.5: Die optimalen Parameter fiir Cutoff E¢ [Rydberg], Anzahl der Integrations-
punkte N und Lange des Integrationsgebietes L bei vorgegebener Fehlertoleranz ¢ fiir die
Integration einer GauB-Funktion mit Exponent o = 1 fiir [ = 0 bis | = 5. Der stufenférmige
Verlauf der Kurven fiir N und L wurde der iibersichtlicheren Darstellung wegen durch einen
gemittelten Verlauf ersetzt.

tionsgebiet zu kombinieren, da in beiden Fillen der schlechtere Parameter das Ergebnis
dominiert. Das Fazit aus den Ergebnissen der Studien ist, daB es immer eine optimale
Wahl von Integrationsgebiet und Cutoff gibt, so daB in effizientester Weise eine vorgege-
bene Genauigkeit eingehalten wird. Diese optimalen Kombinationen sind in Abbildung B.5
zusammengestellt. Auf der Abszisse ist der Zehnerlogarithmus der vorgegebenen Fehlerto-
leranz aufgetragen, und auf der Ordinate die dafiir nétigen Werte fiir den Ebene-Wellen-
(‘utofl K, die Anzahl der Integrationspunkte N und die Lénge des Integrationsgebietes
/.. Wiihrend die ersten beiden Parameter universell gelten, mufi die Lange wiederum fiir

Ixponenten ungleich eins skaliert werden:
L'=L/Vo .
Dic Angabe der drei Parameter Ec, N und L ist redundant, da jeweils ein Parameter
ausgehend von den beiden anderen berechnet werden kann:
N
i

Dennoch vermittelt die Angabe aller drei Werte ein vollstandigeres Bild der Situation.

L=n=x
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Abbildung B.6: GauB-Funktion mit dem Exponenten eins. Verglichen werden jeweils die ur-
spriingliche GauB-Funktion und das Ergebnis einer analytischen Fourier-Transformation mit
anschlieBender diskreter Riicktransformation bei verschiedenen Ebene-Wellen-Cutoffs. Im Li-
mes eines unendlich groBen Cutoff stimmen die beiden Funktionen exakt iiberein. Die Graphen

wurden mit dem Programm , Maple® erzeugt.
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B.4.3 Diskrete Fourier-Transformation von Gaufl-Funktionen

Die diskrete Fourier-Transformation von Gaufl-Funktionen, im Programm QUICKS-
TEP mit FFT-Routinen (,Fast Fourier Transform*,schnelle Fourier-Transformation)
ausgefiihrt, nimmt in der GAPW-Methode eine Schliisselrolle ein. Die Ebene-Wellen-
Darstellung der Dichte wird auf dem Ortsraum-FFT-Gitter erzeugt und die Matrixele-
mente des dichteabhingigen Kohn-Sham-Potentials werden mit der Fourier-Ortsraum-
Integrationstechnik berechnet. In beiden Fillen hingt die Qualitidt der Rechnung davon
ab, wie gut die Ergebnisse der diskreten Fourier-Transformation mit der analytischen
Fourier-Transformation (FT) iibereinstimmen. Bei der Berechnung der Dichte benutzt
man folgende Gleichung:

n(R) = ZP’"" ?12— Z §,,,m((})eiGR

|G|<Gc
_ 1 / N IGR-R/)
=3 P = 5. /ng,,m(R)e
mn IGI<Gc g

e Z Pon FFT[FT[gma]]l(R)
~ Z Pmn gmn(R) N (B42)

Statt das Produkt der GauB-Funktionen g,,, analytisch zu transformieren und dann durch
cine FFT die Ortsraum-Darstellung der Dichte zu erhalten, wie es korrekt wére, wird die
Dichte direkt auf dem FFT-Ortsraum-Gitter berechnet. Fiir die Integration der Matrix-
clemente benutzt man dieselbe Naherung:

(gm | Vks | gn) = (gm (1) | Vics(r) | gn(r))

=l Y eo(@) | gn)

|G|<Gc

1 "
= )" Gma(—G)Vis(G)
1GI<Gc

= Y FFT[FTgmn]l(R)Vis(R)
ReQFpFT

~ Y gm(R)Vks(R) (B.43)

ReQppr

Die zentrale Annahme, die das Vorgehen bei der Dichteberechnung und bei der Integration

der Matrixelemente rechtfertigt, ist die Giiltigkeit der Naherung

FFT[FT[g]|(R) ~ g(R) . (B.44)
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Auf den ersten Blick scheint diese Niherung unbedenklich. Abbildung B.6 zeigt jedoch, wie
sich eine GauB-Funktion unter der analytischen Hin- und diskreten Riicktransformation
verindern kann, wenn der Cutoff zu niedrig gewéhlt ist. Aus der urspriinglichen Funktion
entsteht eine Art Beugungsmuster, das die Entwicklung der GauB-Funktion in ebenen
Wellen darstellt. Das Ergebnis weicht umso mehr ab, je niedriger der Cutoff gewahlt ist,
das heiBt je weniger ebene Wellen zur Beschreibung der Gauf-Funktion beitragen.

Auch das hier geschilderte Phinomen definiert in Verbindung mit einem Genauigkeits-
kriterium einen charakteristischen Cutoff fiir jeden GauB-Exponenten. Es zeigt sich, daf§
dieser in etwa mit dem in den vorangehenden Abschnitten gefundenen Cutoff iberein-

stimmt.

Anhang C

Technische Details der
QUICKSTEP-Implementierung

C.1 Kugelflichenfunktionen

In der QUICKSTEP-Implementierung werden die reellen Kugelflichenfunktionen S ver-

wendet. Sie sind in der hier verwendeten Konvention definiert als

/2 -
Slm 0’ — (2[ + 1) (Z — |m|)' :| k lel cos m¢ fiar m Z 0
@O = vt @+ mD Y amle frm<o D

mit den Legendre-Polynomen

Py L (2 ¥ on
W2) =g \ 7z ) (@ —1) (C.2)
m m m d &
PP (z) = (=)™ (1 — 2?)™/? (E) Py(z) . (C.3)
Die reellen stehen zu den komplexen Kugelflaichenfunktionen in folgender Beziehung
SlO s Yl()
1
Slm g s Ylm 4 Yl—m
7 )
1
Sl—m =5 _(Ylm i Yf—m) (C.4)

W2

mit m > 0, wobei die komplexen Kugelflichenfunktionen definiert sind als

)2 |
Yl-m(av(é) = Ylm(ov ¢)* (C5)

mit m > 0.

141
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C.2 Multipolentwicklung

Die Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials beruht auf der Zerlegung des
Operators 1/|r — r| in Kugelflichenfunktionen

1 =t

T
—|r ] = Z s Py(cos w)

=0 ">

o e
{m em (At
‘_‘ZZ l+12[+lzy L i

V4

D SRS (C.6)

ri 4
'rl>+1 20+ 1

Il
il

wobei r die kiirzere und r» die lingere der beiden Lingen |r| und |r'| ist; w ist der
Winkel, den die beiden Vektoren r und r' einschliefien, und Y* und S sind die im
letzten Abschnitt definierten Kugelflichenfunktionen.

Mit dieser Zerlegung hat das Potential einer Ladungsverteilung n(r’) auerhalb ihrer

Lokalisierungsregion die Form

_ﬁhnu>§: T SO

:% (2[+1 /dr n(r') S (x )) S:;(:)

m(p
=X W (©1)

wobei die Multipolmomente der Ladungsverteilung die Form

em

/ESEm( ) (C.S)

2( +1
haben.

C.3 Schwachbesetzte Matrizen

Ein ganz wesentliches Merkmal der GAPW-Methode ist, daB Wechselwirkungen nur zwi-
schen Basisfunktionen auftreten, die in raumlicher Nihe zueinander liegen. Auf diese Weise
skaliert der Aufwand zur Berechnung der Kohn-Sham-Matrix linear mit der SystemgréSe.
Eine weitere Konsequenz ist, daB alle Matrixelemente nicht-wechselwirkender Basisfunk-
tionen verschwinden. Wihrend die Gréfie der Matrizen quadratisch mit der Systemgrofie

C.3. SCHWACHBESETZTE MATRIZEN 143

J 2345

1 2 3 4 1A IIIIHEIH

| 1|31 |43(76 l \\\‘\\“
2| [14]38 1 2 345678
3| | [s7]es]  aa[1[3]af2[3]3]a]4]
4 28 T N T
M A | 31]43]76]14]36] 57| 88] 28]

Abbildung C.1: Eine 4 x 4 Matrix und ihre Speichervektoren im CSR-Format.

wichst, steigt die Anzahl der nicht-verschwindenden Matrixelemente nur linear. Damit
auch der Speicherbedarf der Rechnung nur linear ansteigt, mufl man statt der vollen
Matrizen nur diejenigen Matrixelemente speichern, die von null verschieden sind.

Zur Speicherung solcher schwach besetzter Matrizen gibt es in der Literatur eine
ganze Reihe von Formaten [106]. Firr die QUICKSTEP-Implementierung wurde das
VBR-Format (,,Variable Block Row*,,Zeile variabler Blocke“), das auf dem CSR-Format
(,Compressed Sparse Row*,, Komprimierte schwach besetzte Zeile“) aufbaut, ausgewihlt.

CSR-Format

Das CSR-Format zur Speicherung schwachbesetzter Matrizen besteht aus dem Speicher-
vektor A fiir die N nicht-verschwindenden Matrixelemente und aus zwei Index-Vektoren
1A und JA, so wie in Abb. C.1 dargestellt. Die Speicherung in A erfolgt zeilenweise. Die
Vektoren A und JA haben ebensoviele Elemente wie die Matrix M nichtverschwindende
Elemente hat. Der n-te Eintrag im Index-Vektor J A enthilt die Spaltennummer des n-ten
nicht-verschwindenden Matrixelements. Der Vektor I A enthilt ein Element mehr als die
Anzahl der Zeilen der Matrix. Der k-te Eintrag in /A ist jeweils gleich der Position des
ersten nicht-verschwindenden Matrixelements der k-ten Zeile in A und J A, dient also als
Zeiger in diese Vektoren. Der letzte Eintrag enthilt die Zahl N + 1.

Um die Matrix aus den CSR-Vektoren zu rekonstruieren, geht man vom Vektor IA aus.
Will man auf das Matrixelement M;; zugreifen, verrat [ A(z) die Position des Zeilenanfangs
und [A(i+41) —1 die Position des Zeilenendes der i-ten Zeile in A und JA. Wenn man nun
die Eintrige von JA(IA(z)) bis JA(LA(i+1)—1) durchgeht, kommen alle Spaltennummern
vor, deren Matrixelemente in der i-ten Zeile von null verschieden sind. Deshalb st68t man

irgendwann auf den Wert j, oder das entsprechende Matrixelement ist gleich null. Hat
man den Wert j in JA(z) gefunden, enthélt A(z) das Matrixelement M;;.
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Abbildung C.2: Eine 4 x 4 Block-Matrix und ihre Speichervektoren im VBR-Format. Die

Blocke M7 haben im allgemeinen unterschiedliche GroBen.

VBR-Format

Die Kohn-Sham-Matrix und alle Matrizen, deren Indices fir die Basisfunktionen ste-
hen, zerfallen in eine Blockstruktur, die von den Atomen herriihrt. In der QUICKSTEP-
Implementierung werden Matrixelemente meist entsprechend dieser Blockstruktur berech-
net und manipuliert. Ein Atomblock enthilt alle Matrixelemente zwischen den Basisfunk-
tionen zweier Atome. Da nicht alle Atome gleich viele Basisfunktionen haben, variiert die
BlockgroBe.

Das VBR-Format fiir schwachbesetzte Matrizen beriicksichtigt die geblockte Struktur
der Matrizen . Es baut auf dem CSR-Format auf, wobei an die Stelle der Matrixelemente
die Atombldcke treten. Abbildung C.2 zeigt die Analogie zum CSR-Format. Die Vektoren
IA und JA beziehen sich nun auf Block-Zeilen und Block-Spalten. An die Stelle des
Vektors A tritt nun der Vektor KA. Wo in A die Matrixelemente A(z) standen, steht im
VBR-Format der Zeiger K A(z) auf den Anfang des Blocks M, in A. Jeder Block ist in A
vollstindig und spaltenweise gespeichert, so daf er als Untermatrix komplett bearbeitet

werden kann.
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